Google 



This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing tliis resource, we liave taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each file is essential for in forming people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 

at |http: //books .google .com/I 



Google 



A propos de ce livre 

Ccci est unc copic num^rique d'un ouvrage conserve depuis des generations dans les rayonnages d'unc bibliothi^uc avant d'fitrc numdrisd avoc 

pr&aution par Google dans le cadre d'un projet visant ii permettre aux intemautes de d&ouvrir I'ensemble du patrimoine littdraire mondial en 

ligne. 

Ce livre etant relativement ancien, il n'est plus protege par la loi sur les droits d'auteur et appartient ii present au domaine public. L' expression 

"appartenir au domaine public" signifle que le livre en question n'a jamais ^t^ soumis aux droits d'auteur ou que ses droits l^gaux sont arrivds & 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombc dans le domaine public peuvent varier d'un pays ii I'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le pass^. lis sont les t^moins de la richcssc dc notrc histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine ct sont 

trop souvent difRcilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte pr^sentes dans le volume original sont reprises dans ce flchier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par I'ouvrage depuis la maison d'Mition en passant par la bibliothi^ue pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d 'utilisation 

Google est fler de travailler en parienariat avec des biblioth&jues a la num^risaiion des ouvragcs apparienani au domaine public ci de les rendrc 
ainsi accessibles h tous. Ces livres sont en effet la propriety de tons et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
D s'agit toutefois d'un projet coflteux. Par cons6juent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources in^puisables, nous avons pris les 
dispositions n&essaires afin de pr^venir les ^ventuels abus auxquels pourraient se livrcr des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requfites automatisdes. 
Nous vous demandons ^galement de: 

+ Ne pas utiliser lesfichiers & des fins commerciales Nous avons congu le programme Google Recherche de Livres ^ I'usage des particuliers. 
Nous vous demandons done d'utiliser uniquement ces flchiers ^ des fins personnelles. lis ne sauraient en effet Stre employes dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas proc^der & des requites automatisees N'envoyez aucune requite automatisfe quelle qu'elle soit au syst^me Google. Si vous effectuez 
des recherches concemant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractferes ou tout autre domaine n&essitant de disposer 
d'importantes quantit^s de texte, n'h^sitez pas ^ nous contacter. Nous encourageons pour la realisation de ce type de travaux I'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serious heureux de vous etre utile. 

+ Ne pas supprimerV attribution Le flligrane Google contenu dans chaque flchier est indispensable pour informer les intemautes de notre projet 
et leur permettre d'accMer h davantage de documents par I'intermediaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la Ugaliti Quelle que soit I'utilisation que vous comptez faire des flchiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilitd de 
veiller h respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public americain, n'en d^duisez pas pour autant qu'il en va de m£me dans 
les autres pays. La dur^e legale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays ^ I'autre. Nous ne sommes done pas en mesure de rdpertorier 
les ouvrages dont I'utilisation est autorisee et ceux dont elle ne Test pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afflcher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifle que celui-ci pent etre utilise de quelque fa§on que ce soit dans le monde entier. La condamnation h laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur pcut £tre s6vtre. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et Facets ^ un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le frangais, Google souhaite 
contribuer h promouvoir la diversite culturelle gr§ce ^ Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux intemautes de decouvrir le patrimoine litteraire mondial, tout en aidant les auteurs et les editeurs ^ eiargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte integral de cet ouvrage h I'adresse fhttp: //books .google . coinl 



OEUTRES COMPLETES 



BE 





ABEL 



5 



MATHEfflATICIEN, 



Al'EC DES NOTES ET D^VELOPPEIENTS, 



BED16EES PAB OBDBE DU BOI, 



PAS 



B. HOLIBOE, 

professeur de math^matiques k runiversitd de Christiania, membre de la aoci^t^ physio- 
^aphique k Christiania el de Tacad^iiiie royale des sciences de guerre k Stockholm. 



< -' • 






# * * ' 



TOME SECOND 

conienant les oeuvrcs de Pauteur qui n'ont pas cie publiees auparavant. 




CHRISTIANIA. 

Chez Cub. GRONDAHLy Imprimbur-Librairr. 

1839. 



f -: 



\ 



•• 






^ 



Y> 



724133 



• . » 



« » 



^ • *. 



AVERTISSEMENT. 



JLdes memoires cantenus dans ce second volume n^ont pas ete publics aupara- 
vant excepte les no^. Vll^ XVII et XVIII qui out etc inseres dans le jour- 
nal "Magazin for N^turvidenskaberne" pour 1825 et i82Sj et les no\ XXIII 
et XXIV qui se trouvent dafis le Journal de Mr. Crelle tome S^^^ et fi^™*. 
QuelqueS'uns des resultats des memoires IX et X sont contenus dans un 
memoire que Vauteur a fait puhlier dans le journal "Det kongelige norske 
Videnskabersselskabs Skrifter". Trondhjem 1827. Les six premiers no\ et 
les no\ XVII jtisqu'h XXI ont etc ecrits par Vauteur en norvegien^ le no. 
XXII en allemandj et les autres en frangais. Les deux premiers memoires 
ne contiennentj comme on voitj que des resultats connus avant notre auteur, 
mais il est a remarquer qu^il les a ecrits immediatement apres avoir lu pour 
la premiere fois le calcul des fonctions de Lagrange et sans connaissance 
prealable de Vapplication de la methode des variations aux integrales finies. 
Tous les memoires contenus dans ce volume ont ete ecrits avant que notre 
auteur commencdt ses voyages^ excepte les memoires XV, XVI et XXIIj dont 
malheureusement le premier n'est pas termine. Parmi les extraits des lettres 
a Mr. Crelle inseres dans le S^^^ volume de son joumcd^ il s'en trouve deux 



qui ne contiennent que des cfioses comprises dans le memoires XII et XXI 
du premier volume; c^eM pourquoi on les a passes ici sous silence. Bien 
quon ait desire avoir pu consigner dans cette edition le memoire presente 
par Vauteur a Vinstitut de France vers la fin de Vannee 1826 (voy. T. I 
pajg. 288)^ tous les efforts pour obtenir une copie de ce memoire ont ete 
infructu£ux jusqua present. 
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Stir les maximums et minimums des integrates aux differences. 
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'n peat, comme on salt, trouver les conditions pour que 1' integrate d'une 
differentielle donnee soit an maximam ou an minimum entre des limites deter- 
minxes. Je vais dans ce memoire montrer comment on pent d^duire de sem- 
blabies Equations de condition pour des maximums ou minimums des integra- 
tes aux differences. 

Considerons une fonction f{x^ y, c, etc. Jx^ Jy, Jz, . . J^x^ Jhf^ JH . . .) 
de plusieurs variables et de leurs differences finies. Son integrate est 
-S/(a:, y, z etc. Jxy Jy^ Jz etc.), et si cette integrate doit 6tre un maximum 
ou un minimum entre certaines limites, it s'ensuit que sa variation doit dtre 
egale a zero. On aura done, 

dSf{Xj yy z . . . /Ixy /hfj /1z . . . etc.) = 
ou bien ^^f{^^ y^ ^ • • • ^^9 ^y^ Jz . .. etc.) = 0. 

En effectuant la variation on obtiendra: 

2{f\x).dX'\-p{y).dy+f{z)M...'\-f\Jx).dJx+f\Jy) 

Avant d'alter plus loin it faut considerer si entre les variables et leurs diffe- 

• rences il y a des equations de condition tant de tettes qui out lieu pour toute 
r integrate que de tetles qui n'ont lieu que pour les limites. , 

Le procede te plus direct serait d'etiminer de ces equations de condition 
autant de variations qu'il y a d' equations, et les substituer ensuite dans I'^qua- 
tion prec^dente; mais cette elinunation etant souvent tres penibte ou m£me im- 
pratiquable, je me servirai de la methode employee par Lagrange dans le calcul 
des fonctions. La voici: on muttiptie la variation de toute equation de condi- 
tion par une quantite indeterminee, qui est en general une fonction de x^ y et z 
et on ajoute te produit a t'expression sous le signe d'integration. Soit done 
dv = 0, dv* = 0, dvi^ ,= 0, etc. les variations de ces equations de condition et 
A, )J A* etc. des quantites indeterminees, et Ton aura: 

Tome second. { 
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S{dU+ kdv + A'(fe' + X«dv' + . . .) =0 
oil U= f{Xy y^ z etc. etc.) 

Maintenant on peut considerer or, y, z etc. comme des variables ind^pendantes 
k cause des quantites indeterminees A, X\ A" etc. 

Or en substitnant pour d<7 sa valeur; \r^-)^^'¥ f-^)^+etc.pour(Jt?et 
rJL j . dx -f" (v--) • ^ + . • • etc. pour dv* etc on obtiendra: 

etc. 



-(- etc etc. etc. 







-f- etc. etc. etc. 

Soit pour abr^ger 

9;r=A^)H-A(|^) + ete., 9( Jir) = A^^) + ^- (-^) + etc. 



/•'(y)4- ^ (^)+ etc., <f(Jy)=:f'{Jy) + A (-^) + etc. 



8» 
etc 

et Ton atara 

.T^a? . 9P(ar) + ■S'%<p(y) + . . + -5»^ar . tf{Jx) + .Td-d^ . ^(^y) + . . + SdJ^x . 9j(z/*;r) + SdJhfqi(J*y) + . . 

Poor d^velopper ces int^grales je me servirai de la fornrale saivante : 

SF{x) Jp^p.F{x-^ Jx) — Sp . JF{x — Jx) 
dont on pent prouver la justesse en en prenant la difference finie. En faisant 
F{x) = q){Jx) et /> = dx, on aura : 

Sq){Jx) dJx = dx . (p(J{x — Jx)) — S8x . J(p(J(x — Jx)). 
En faisant FXx) = q){J*x) et p = djx^ on aura : 

S(f{J*x)dJ*x = J8x. (f{J*{x— Jx)) — :SJdx. J(p(J\x — Jx)) ; 
or SJdx. J(p(J*{x^Jx)) =Sx . J(p(J*{x-2Jx + J*x))-:^dx . J*<p{J*(x - 2Jx+ J*x)), 
done 



=0. 



On obtiendra de la m^me mani^re en faisant F\x)=z q> (J^x) et pz=±J^dxj 

29(A»jr)A»»jr=A^»*.9[A»(jr--Ajr)]^A&r.A<p[A»(*--2Ajr+A«x)]+»*.^ 

— 28jr. A»9[A»(jr— 3Ar+3A«jr— A»jr)]. 
29(A*j:)A*8jr=A»5x . 9[A*(iv-Ajr)>-A«8jr . A9[A*(jf^2Ax+ A«x)]+ Air . A«9[A*(J^-«A*+8A*J^-A»Jr)] 

— 8jr.A»9[A*(jr— 4Ajr+6A**— 4A»x+A*jr)]+28jr.A*9[A*(*— 4Ajr+6A«jr— 4A»d?+A**^^^ 

De la m^me mani^re on trouvera par rapport k y, 

29(Ay).A8jf=5y . 9[A(y — Ay)] — 28y . A9[A(3r — Ay)] 
S<p(A«y).A»89f=A8y.9[A*(y— Ay)]— 5yA<p[A«(y— 2Ay+A«y)]+28yA9(p(A»(jr— 2Ay+A«y)] 
29(A»y).A«8s=A»8jf({>[A»(y— Ay)]— A8y.A9[A»(y— 2Ay+A«y)]+8yA«9[A>(y-SAy+»A«y-A»y)] 

— S5y.A»9[A>(y— 8Ay+8A«y— A»y)]. 

En g6tlei*al da trouvera de la mdme mani^re: 

S9(A'^)A*8y=A'^%.9[A'<y--Ay)]-A'^«8y.A9[A"(y-2Ay+A»y)]+A'^8y.A»9[A«(y^4Ay+«A«3^^ 

— A"-*8yA»9[A"(y— 4Ay+6A"y— 4A»y+AV)3+ • • • 

D'une maniere semblable on d^veloppera tes int^grales par rapport ant 
variables restantes. 

En sobstituant maintenant les integrales ainsi d^veloppees, et rassemblant 
les termes mnltiplies respectivement par Ar, z/dr, ^Vo? . . . d^, ^eJ^, 2/*(Jy . . . etc. 
on obtiendra la formule suivante: 

2(8t/+X5t)»+X'5»'+X^8i>^+ . . .) =^ 
+ 28jr.(9(x) — A9[A(x — Ax)] + A«9[A«(j: — 2Ajr+A« jr)] — A» 9[A» (x — 3Ax+»A»x— A»x)] + etc.) 

+ 2»y. (9(y)— A9[A(y— Ay)] + A*9[A«(y— 2Ay+A«y)]— A89[A»(y — SAy+SA«if — A»y)]+etc.) 

+ 28». (9(») — A9[A(s— A*)] + A«9[A«(«— 2A» +A«»)]— A»9[A»(« — SA»+8A«» — A»»)]+etc.) 

+ etc. 

+ is. (9[A(x— Ax)]— A9[A«(x— 2Ax+A«x)]+ A«9[A8(x— 8Ax+8A*x— A»x)]— etc.) 

+ »y . (9[A(y— A^f)]— A9[A«(»— 2Ay+ A«3f)]+A*9[A»(»— SAy +»A«y— A»s)]— etc.) 

+ »« . (9[A(» — A»)]— A9[A«(« — 2A» + A*»)]+ A*9[A»(» — »A» +»A«»— A»»)]— etc.) 

+ etc. 



+ /Hhs. (9[A«(jr— At)]— A9[A»(j:— 2Ax+A«jr)]+A«<p[A*(jr— 8ZLr+3A2jr— A»x)]— etc.) 

+ A8». (9[A«(»--rZ\»)]--A<p[A»(a— 2A»+A«»)]+A«9[A4(a— 8Z^+3A*» — A»«)]— etc.) 
+ etc. 

+A*83.(9[A3(z— Aa)]— A9[A4(«— 2Aa+A2«)]+A29[A«(z— 3As+3A«a— A»«)]— etc.) 
^ etc. etc. 

Maintenant il sera facile de trouver les conditions da maximum ou da mi- 
oimum. Or si F expression precedente est egale a z^ro, il faut, puisque les 
variations dx, dy et dz sont tout-a-fait independantes, que les coefficiens de ces 
quantit^s sous le signe d' integration soient egales a zero. On aura done au- 
tant d' equations que de quantit^s variables, et en ^liminant ii, X'^ X% etc. les 
Equations restantes determineront les relations entre Xj y^ Zy etc. Designons 
la partie restante de \ expression par — P, soient x\ y\ z' etc. ^, y*, z^ etc. 
les valours de x^ y, z, etc. qui r^pondent aux limites, et soient P' et P* les 
valeurs correspondantes de P^ on aura 

/>• _ /Jr _ 0. 

Cette equation servira k la determination des limites. S'il y a des equa- 
tions de condition pour les limites, on doit par leur moyen elimiuer autant des 
variations Sx\ dy\ etc. Ar*, Jy% etc. que Ton pourra, et 6galer ensuite a zero 
les coefficiens des restantes ; ou bien on pourra multiplier chacune des equa- 
tions de condition par un coefficient indetermin^, et Fajouter ensuite a 1' equa- 
tion JP" — P' = 0; on pourra done considerer toutes les variations comme in- 
d^pendantes, et egaler leur coefficiens a z6ro. Les Equations ainsi formees ser- 
viront k determiner les quautites constantes qui' entreront dans les relations 
entre x^ y, z^ etc. 

En egalant a zero . les coefiiciens des variations sous le signe d' integration, 
on obtiendra les equations suivantes: 

0=9(y)— A9[A(i^-Ajr)]+A«9[A«(^— 2A3f+A2j^)]— A«9[A3(y— 3A^+3A2^— A3jr)] + et^ 
^ \0=:9(»)— A9[A(2— A»)]+A*9[A2(a— 2A»+A«z)]— A'9[A3(«— 3A» + SA«3— A3a;)]+etc. 
etc. 
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qui par cons^qnent determinent les relations necessaires entre x^ y^ z^ etc. poor 
que Tintegrale de la fonction proposee soit un maximum ou un minimnm. 

Scolie. On pent de ces equations tirer les equations de condition pour 
r existence du maximum ou du minimum d' une integrale ordinaire ; on n' a pour 
cela qu' a changer ^ en y* et ^ en d. Les equations (A) deviendront done : 

= 9(jr)— c/.9(rfj:) + d^(^{d:^x)—d^<f{d^s) + . . . 
= (^{y)—d. c^(dy) + d^(!^{d^y) —d^{d^y) + . . . 
== 9(a) —d. (f{d%) + d^(f(d^%) — d\{d^z) +... 
etc. ^ 

qui sont les equations connues* 

■ 

Je vais maintenant montrer F application de la theorie pr^cedente k quel- 
ques exemples. 

i. Parmi tons les polygones dont les c6tes sont donnes en grandeur et 
en nombre, trouver celui dont I'aire est un maximum. 
Supposons que I'axe des abscisses coincide avec Tun des cdtes du po- 
lygone et que x et y soient les coordonnees, I'expression de I'aire sera done 
-Sl[y4-^^y)z/r. On a par consequent f{Xj y, Jx^ ^y) = (y + l^y)-^^- La 
condition que tons les c6tes sont donnes en grandeur est exprimee par V Equation 
*K(^y*+^«^=0=di?. On aura done 

Les equations (A) deviendront done: ^ 

o=(f{x)—J(f{j{x—jx)\ o=(f{y)—J(f{Ay—^y)) 

ou en mettant X'\-Jx au lieu de ^ et y+^y ^^ *^^^ ^^ y> 
0=z(f{x-\-Jx) — J(f(Jx)y 0=(f{y-\-Jy)—J(f{Jy); 
or (p{x-^Ja:)=iOj (p{y-\- Jy)-=^J{x-\-Jx) etc. done 

En integrant ces deux equations on aura, 

c et c^ 6tant les constantes arbitraires dues a 1' integration; et lorsqu'on ^limine ;, 

yJy'\-^Jy^'\'xJx'\'}^Jx^z=cJy'\-&Jx 
or y^y+l-^y*=i^(y*) ^t xJx'\-\Jx^^=^\J{3c^)j done 



multipliant cette equation par 2 et integrant, on obtiendra, 
et en changeant les constantes arbitraires 

(y+«)*+(^+/?)*=y' 

equation du cercle, d'ou il suit, que parmi tons les polygenes avee les m^mes 
cdtes, eelui qui est inscrit dans le cercle, renferme la plus grande aire. 

Quant k F equation aux limites, P* — pf=zOy on voit que les limites etant 
fixes, on a dx* = dx" = dy* = (Jy* = ; done cette equation est satisfaite. 

2. Trouver la forme que prend un polygene pesant dont la pesanteur est 

» »• 

uniforme, et dont les c6tes sent donnas. 

On sait par la statique que lorsqu'un syst^me auquel la pesenteur est la 
seule force agissante, est en ^quilibre, son centre de gravite sera le plus bas. 
possible. Done si if' est la distance de ce point a une ligne horizontale, on a 
^' = 0. Soit la ligne des abscisses une ligne horizontale dans le plan du 
polygene, et soient x ^i y les coordonnees. Or la pesanteur du polygene 
etant uniforme, le centre de gravity de chaque c6te sera situ6 dans son milieu, 
done les coordonnees de ces centres de gravite seront x -f- \^x et y -f- \^y 
et leur masse = ^^ = ]/(^ar*+ ^y*) ^^ remarquant que les masses sent pro- 
portionnelles aux c6tes. 

On aura done 

^ Sv^(Ajr«+A3f«) ' ^ S^(Ajr«+Ay«) 

ou puisque -Sy (^;r*-f -^*) ^st donn6e, <J-5'(y-f ^z^)l/(^^«4-^y») = 0. 
done 

/(jf, y, Ajt, Ay) = (y +i Ay) \/(Ajr« + Ziy«), v = /(Aj:« +%«) ; 

et par suite 

Les Equations, = g)(;r+^^) — ^^^{^x) et = 9(y+^) — z/(5p( J^y) de- 
viendront done 

d'oii Ton tire en integrant 



Li 



et en eliminant A, s4-X^/s — -^^ = c'. 

Si les deux extremit^s du polygone sont fixes, Teqaation aux limites est 
satisfaite. Lorsque c et & sont connus,^ rien n' est plus facil que de constraire 

le polygone ; car -^ etant la tangente de 1' angle compris entre le cdt^ s et la 

ligne horizontale, et s et ^s etant donnes dans chaque cas particulier, on connait 
les c6t^s et les angles qu' ils forment avec uue droite donnee et par consequent 
il est facile de construire le polygone. Les constantes c et c' dependent des 
cooAlonn^es des extremit^s, et des c6tes du polygone, et on pourra sans diffi- 
culte les trouver; mais comme cela est un pen prolixe, et qu'il n' appartient pas 
proprement ici, je ne m' y arr^terai pas. 

Scolie. Le point essentiel dans T application des Equations generales 
trouv^es plus haut, est 1' expression des equations de condition. Cela n'a pas 
de difficulte lorsque la condition est exprimee directement par une Equation 
p. ex. (f{xjyyz)'=.0\ car il ne s'agit done que de varier cette equation, mul- 
tiplier cette variation par un coefficient indetermine, et Fajouter a 1' expression 
sous le signe d' integration. Si au contraire une certaine relation entre les 
quantites variables n'est pas constante, mais donnee dans chaque cas particulier, 
il faut egaler a zero les variations des quantites qui dans ce cas se cbangent 
pour tout accroissement fini Jxj Jy^ etc. et de cette maniere la condition sera 
exprimee par une equation. Si p. ex. il s'agit d'un polygone, dont les coor- 
donn^es des sommets ont pour chaque cas particulier une certaine relation 
entre elles, exprimee par F^quation ^(Xy y, z, etc. a) = 0, oil a est une quan- 
tity, donnee pour chaque sommet, il faut de cette equation tirer a =^;r,^,r, etc.) 
et faire ensuite da = == dF\x^ y, 2, etc.). Si la condition etait que 1' integrale 
d' une certaine fonction etait donnee entre des limites determinees, on pourrait 
faire usage de la methode suivante: {Lagrange). 

Soit u la fonction dont T integrale est donnee entre les limites d.onnees. 
Je fais s=:Suy et la condition sera 6s^ — ^^"=0 puisque la diflference s^ — ^ 
est donnee. On a done Jsz=,UyO\i Js — 2^=0; voil^ done 1' equation de con- 
dition qui a lieu pour toute Fetendue de F integrale, on n'a done qu'4 multi- 
plier la variation de cette Equation par un coefficient ind^termine, et Fajouter 
k \i quantite sous le signe d' integration, qui devient par la 
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dV-{-X (Jds — ^) -}- i.'dv' + etc. done dv = d{Js —r u) 

car on peut considerer s comme une nouvelle variable. L'equatiou (A) devient 
donc^ par rapport k s 

q>{s)—J(p(^J{s — Js)^=Oj c'est-i-dire Jk=Oj done A est une constante. 
L'^gAation aux limites ne change pas, car Ay' — ^.^=0. 

Par rapport aux autres variables on obti^ndra 

(p{x)=f'{x)—a (-g-) -f ;/ (-^) + etc. en faisant A=fl; 

et de m^me pour les autres variables. 

Or on obtiendrait les m^mes valeurs en mettant U — au au lieu de U. 
On tire de 1^ la regie suivante: 

Lorsque I'integrale d'une fonction U entre des limites donnees doit £tre 
un maximum ou un minimum, et Tint^grale d' une autre fonction u entre les m^- 
mes limites doit avoir une valeur donn^e, on n'a qu'a chercher le maximum 
ou le minimum de I'integrale V — au, oil a est une quantite constante* 

On voit de la m^me mani^re que si 1' on a plusieurs fonctions ?/, u\ u^^ 
etc. dont les integrales ont des valeurs determin^es, il faut seulement cher- 
cher le maximum ou le minimum de Tintegrale U — au — a}v! — dfv!' — etc. ou 
a, a\ (f etc. sont- des quantites constantes. 



n 



Sur les conditions necessmres pour que Vintegnde finie d'une foncHon 
de phisieurs variables et de leurs differences soit integrable lorsque les 
variables sont independantes Vune ds Vautre^ ou en d'autres termes pour 

qvLune telle fonction soU tme difference complete. 



i^oit U la fonction donnee qui doit dtre one difference complete, et SU 
son integrale. 

Or si ^U est Y integrate d' ane difference complete 
S^U le sera de m^me ; car si on a SU=i F", on aura 
dSU=i 8V . Ayant done i7=/(:r, y^z. . /tx^ Jy^ Jz... J^x\ J*y^ J^z . . .) 
on aura d'apr^s le memoire precedent 

SdU=S8x:P + SSy.Q-^Sdz.R+...+ a 
oil P=f'{^) — Jf{J{x— Jx)) + J^f{J\x — 2Jx+ J^x)) — etc. 

Q=r(y)-Jr(^(y-Jy)) + J^r(J*(y—2Jy + Jh,^ 
etc. 
et a est la partie hors du signe dMnt^gration. 

Or dxj dy, dz etant tout-a-fait independantes, il s'ensuit que Sdx.P^ Sdy.Q^ 
Sdz^Rj etc. ne sauraient dtre integrables a moins que Ton n'aitP=:0, J^=0, 
R=zOy etc. De \k on tire le theoreme suivant: 

Pour qu'une fonction de plusieurs variables et de leur differences 
finies, f{Xj y, z . . . Jxy Jy^ Jz . . ,) soit une difference complete, il faut 
qu'on ait les equations de condition suivantes: 

=/'(3)— A/"[^(»— ^2)]+^ ^^'[^-(3 — 2As + A^a)] — Z\y'[i^na— 5Aa+3A«« — A8«)]+etc. 



r 



etc. 

Ces equations sont done les memos que celles qui ont lieu lorsque SU 
est un maximum ou un minimum entre des limites donnees. Les Equations (B) 

Tome second. 2 
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sont done n^cessaires pour que U soit une difference complete ; que ces m^es 
Equation sont aussi suffisantes pour cet effet, ou que la fonction U doit n^ces- 
sairement 6tre une difference complete lorsque ces equations ont lieu, se fait 
voir comme suit 

En vertu des Equations (B) on a 

d-5T=^ar.P' + ()y.jp'+etc. J^ar.P^ + d^y.jp^-f etc. 
et en integrant 

2U=iJ{dx.P^-\-dy.Q'\-eiz. dJx.P^+dJy.Q'-^etc. 

Done pour que U soit une difference complete, il faut que dx.P*'^dy.Q'-{- 
. .-^ dJx.P^'\' dJy.Q''\' etc. soit une differentielle complete. II faut done 
qu'on ait 

Or on voit aisement qu'on tire des equations (B) par integration 
P'=Sf>{x), Q^Sf'iy) etc.P'^:^f{x+ Jx)-Sf>{Jx), Q'=iSy{y+Jy)-Sf'{Jy), etc. 
P<'=z2*f\x-\-^Jx-\-J'x)^S^>{j{x+Jx))-{-2:f<(J^x) etc. 

On aura done par \k (-^) = Sf'{x,y) et (-^) = ^f'{x, y) 

etc. 

On voit done que les condition necessaires et sufldsantes sont satisfaites. 
La fonction U sera done neeessairement une difference complete, lorsque les 
Equations (B) ont lieu» 

Pour une application plus commode des equations (B) je me servirai de 

r 

la signification suivante: 

Lorsque dans une fonction U au lieu des variables on met les m^mes, aug- 
mentees de leurs differences finies, je signtfierai cette operation par EU de 
sorte que EU=z U-{- JU. La repetition de la m^me substitution sera signifi^e 
par E^U=EEU=iU+2JU-}- J^U. Si au contraire au lieu de x on met 
X — Jxy eela sera signifie par £"^(7, E'^U etc- Les equations (B) deviendront 
par la: 

etc. 
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On aura de m£me: 

2 ir=/d;». [^•/'(Ar)— A^"/'(A«x)+ A«JSf-»/'(A»')— • •] 
+/dy.iE-ifi&S) — A^«/'(A«y)+A«^V(A»y)— • •] 
+ etc. 
+/rfA* . [lf-y(A«x)— A.B-»/'(A»jr) +^^E-*/'{L*s)— . .] 

+ etc. 

+/rfA»|f[^y (A»y) — A2f-«/'(A4if) + . .] 
+ etc. ete. 

' Je vais appliqaer cela k quelqaes exemples. 
i. Rechercher si log \ ~ .^ ) est line difference complete. 
On a ici f{xy Jx^ ^ar) = log {x — J^x) — log {x — Jx\ on aura done: 






J? — A*j: s — Ajt ^ jr — Ax ^ ^ jt — A** 

Les equations (C) deviendront done: 

— 1 ? ^£-1 —1 — ^JS-* — 1: = 0, ou bien 

s — tk^x X — Ajp X — Ajt X — A*jr 

^ 1.1 -^«_. L.. =0. 



or J*x^=iE^x — 2Ex-\-x, Jx^=zEx — ar, done 
1 * J I J* 1 = 0, d'ou enfin 

1 1 1 , !_ . _J__ . _2_„__J_ = 0. 



jgr-iEAjT 



2Ex'E^x 2x-Ex Zr-Ex ' 2A'-*j7-jr • 2Ex-E^x ~ 2x-Ex 2E-^X'X 

Or eette dernifere equation etant identique, on en eonelut que log y ' /^ j 
est une differenee complete, et que 

^- 7:k) + • • -=717^ - ^) = '«» (— ^-'- 

Par rapport 4 £ on doit remarquer les relations snivantes: 

E(p{u)=<p{EU), E{JU)=J{EU), S{EU)=E{SU), E^J'^V^z 
J'^E'V, E''S^U-=iS'^E''U. 

JS» f7= UJf.nJU+ J^!^J*UJf. "("-^)("-g) j^u^ etc (I) 

2 ^ • 3 

.E-'t^= tA— ro^t/+i^ ^L^— "(«-^l)("+g) j*uy etc (2) 

2 2 • o 



* 



« 
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JS»^Z7=^'»Z7+»^'»+»t7+-^^^^'»+«Z7+etc (5) 

JE-*J^U=J^U—nJ''+^U-\-t!^^!^J'^^U—etr^ (4) 

j'^U=JS^U—mJE^-^U-\-!!!^^^E^-*U-~etc.. (5) 

^^™£/==JS"*Hic/-_»t^iiH-n-»f;^_|_^^:l):EM+n-«t;-__etc (6) 

JS'^J^U==iE'^''U—mJE^'''''^U+^^^^^^ • • (7) 

2. Rechercher si e^{e^^—l) est une difference complete. 

On a ici fix)=:e''{e^^—l), f\Jx)=ze'^^e\ done f{x)—Er^Jf\Jx) 

done e^(c^*- 1) est une difference complete, et S(e''(e^^--\))=zfdx.{Er^e'^^e ) 
'=ifdx.e^-=Le^^ ce qui est connu. 

Considerons main tenant F integrale double 2^ U. Pour que cette integrate 
soit exprimable, il faut que ^27 le soit de m^me. Done d'abord les equations 
(C) doivent 6tre satisfaites. Mais outre ces Equations on en aura un nombre 
pareil qui se trouve comme il suit Soit U == f\x^ Jxy J^x^ . . y, ^y, J^y . . ), 
on a, lorsque les equations (C) out lieu: 

2«5 Uz=z 28jr . [JB?-i/'(Ax) — A^-y'(A«jr) + A«i?-»/'(A» J^) — etc.] 

+ 28Aj: [i?- V(A*^)— AJ^ V"(A«^) + A«l?- V(A*jr) — etc.] 

+ 25A2jr[^-V(A»Jf)— A^y(Afjr) + . . . . etc.] 

+ etc. 

ou en faisant usage de la notation, abregee: 

2«5 11= 2[&r . 9(Ax) + hLx . <f(^^s) + 8A« x . ^(^^s) + . . .] 
+ 2[5y . (f(^y) + 8Ay . <p(A*3r) + SA*^ . <fi^^!f) + . . .] 
+ etc. 

Or pour que toutes ces integrates soient exprimables, on doit avoir, d'apr^s 
ce qui precede, les Equations de condition suivantes: 

= <p(Ar)— jK-iA9(A«j:) + i?-2A«9(A3jr)— ^-»A»9(A*x)+ etc. 
= 9(A^) — ^-1 A9(A«^) + J&'-«A«<p(A«^) — E-'^\^<f{/i^y) + etc. 

Substituant ici les valeurs de (f{Jx)y q){J^x), tp{J^x) etc. on obtiendra: 

jB?- V'(Ajr) — Ai^?/'(A«Jr) + A«JS?-V'(A3x) — A8^-y'(A*J^) + etc. 

— A^V'(A«j) + A«i;-V'(A»j) — A^^-y (A*j) + etc. 

+ A«i?- VXA'J") — A»^-y (A^x) + etc. 

— A» A'-y'(A*Jf) + etc. 
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douc on ajoutant: 
R-^f^Jx) — iE-*Jf^{J^x) + a^-'^Y'C^'ar) — iE-^JY'iJ^x) + etc. = 0. ' 
On aura des Equations semblables par rapport aux autres variables; et 
lorsque dans ces Equations on met X'\-j^x an lieu de Xy on obtiendra outre 
les ' Equations (C) celles-ci: 

=/'(Ax)— 2AA'- V(A«jr)+ SA«.K-«/' (A»x)— 4A»i?-y (A4x)+ etc. 
=:fi^y) — 2AiS?- V"(A«y) + 3A«i(7- V(Aajr) — 4A^E'Y{\*y) + etc. J (D) 
=:/'(Aa) — 2AJS7- V"(A2») + 3A«JS?-y'(A»«) — 4A» JS?"*/' (^*») + etc. 
+ etc. 
Si r on veut de plus que ^ U soit exprimable, il faut aux Equations (C) 
et (D) encore ajouter les suivantes: 

=/'(A«x)— 3AJS?-V"(A3j7) + CA^JS^-^/'CA^x)— 10A»i?-»/'(A*J^)+ . . . 
= /'(A«^) — 3AJS7- V'(A»3f) + 6A«^- V'(A4^) — 10A»i?-»/'(A»2r) + . . . } (E) 
= /'(A^s) — 3AJS7-y (^'») + 6Aa A'-2/'(A*«) — 10A»i?-»/' (A««) + . . . 
+ etc. 

Si Ton demande que 2^1] soit une integrate complete, il faut aux Equa- 
tions de condition n^cessaires pour que S'^^U soit une integrale complete 
ajouter les suivantes: 

0=/'(A~-ijr)— aAJS?-y'(A«j)+ a'A^JB-yC^"^^*^)— «''^'^y(^"*^*^)+e*c• 
zzzf'iji^^y) — a^E-^f'{bJ^) + a'A« JS^-^/'CA^+i^)— a^A^ JB?-8/'(A«+2^) + etc. } (F) 
=/'(A«-ia) — aAiB?-y'(A'"«) + a'A«^-«/'(A"H-i»)_a>rA5J5-V''(A"H"*«) + etc. 
+ etc. 
oil Ton a: 

a_»i,fl ^_, a _ ^— ^^ , a-_ 2.3.4 ®^^* ' " 

(n) m(m+l)(m+2) . . . (m+w-l)(m+n) 

. . a 2.3.4.... (w+l) 

A Taide de ces Equations on pent done decider si une fonction de plusieurs 
variables et de leurs differences, est une difference complete d'un ordre quel- 
conque. 



% 

De la fonction transcendante S( — \ 



l^omme Vint^grale / — est la premiere fonction transcendante qui se pre- 

sente dans le calcul integral ordinaire, ainsi ^ ( — j en est la premiere qui se 
pr^sente dans le calcul inverse des differences, ou elle est de la m^me impor- 
tance que / — dans le calcul integral ordinaire. A cause de 1' analogic de ces 

deox fonctions je designerai ^( — j par Lx^ comme on designe /— par Ix. 

Je commencerai par le developpement de la fonction Lx en s^rie. Sup- 
posons 
J!#(a-fa?)=a+/?ar-f y:r(ar-l)4-(Jir(ar-l) (ar-2) + «ar(;r-l)(a?-2)(ar-3) + etc. (1) 

En prenant la difference finie de part et d' autre, on aura 

-^Zr(a4-^)= jJx=:ljJx{X''i)=z2x^Jx{X''i)(X'-2)^=^3x(x-'l)j etc. done 

-l-=/?+2yar-f 3(Ja<a:— l)+4«a;(a;— l)(a?— 2)+5fa:(ar— l)(dr— 2)(a;— 3) + etc. 

En faisant ici a?=0, on obtiendra — ==/?. 

a 

Prenant de nouveau les differences finies, on aura 
^ (— ) = 2y + 2 . 3<Ja:+ 3 . 4 . far(ar— 1) + etc. 

^(— ) = 2.3(J+2.3.4.«ar-f3.4.6fa:(a: — l)4-etc 

^»(— )=2.3.4£ + 2.3.4.5Sir + etc. 

etc. 
et en faisant :r=0, il viendra 

2y = ^ (J__)= 1 _ J_ = ^, done y =— ^ . -^ 

\ a / a+1 a a{a+l) * a(a+l) 



16 

V 

2.3j=^r ~^. )= , ^., -, , done J = » . — — -L_— . 

\o(a+l) / o(a+l)(a+2) » a(a+l)(a+2) 

2.3.4e=^ a(a+l)(o+2) ~ a(a+l)(a+2)(a+8) ' d<M»C« = — i- a(a+l)(o+*)(fl+») 

En general on aura 

«^"^ = ± ^ • a(a+iKa+2]...(a-H»-l) > ^^ *^ "'S-e + a lieu lorsque n est impair 
et le sigDC — dans le cas contraire. 

Pour trouver a on pent faire ar=0 dans la s^rie supposee, ce qui donne 
a'=LiJL En substituant les valours trouvees des coefficions on obtiondra: 

Si dans cette formulo on donne a x une valeur entiere et positive quel- 
conque, il est evident que la serie ne contiendra qu' un nombre limite de termes; 
connaissant done Z(a), pn connaitra de m^me ^(a-f-T}), ou n est un nombre 
entier positif, en ajoutant a L(a) une fonction entiere de a et de n. Faisant 
p. ex. ar=l, 2, etc. on aura. 

x(fl+ 1) =/,(«)+ -i- 

^ ' ^ ^ ' a a(a+l) 

^ ' ^ ^ ^ * a fl(a+l) ' fl(ii+l)(a+2) 

Done si Ton connait L{a) pour toutes les valeurs de a depuis a=:l jiis- 
qu'k a=39 on pourra trouver //(a) pour toute autre valeur de a. La fonc- 
tion Lxz=^s( — J contenant une constante arbitraire, on^ pourra pour une va- 
leur denude de a supposer une valeur quelconquo de L{a). Nous ferons 
done Z(l) = 0. 

Supposant successivement a=zly^^3 etc. on en deduira: 
Z(2) = Z(l) + ^ = 1, Z(3) = 1 +^, Z(4) = 1 + ^ + ^ etc. ou bien 

L{1) = 0,0000000000 I<5) = 2,0833333333 

+ = 1,0 i = 0,2 



L{2) = 1.0000000000 I<0) = 2,2833333333 

i = 0,5 J = 0,1( 



I : I . I . K I . I : r. • . I 



I<3) = 1,5000000000 L(l) = 2,4500000000 

I =: 0,3333333333 j = 0,1428571428 

X(4) = 1,8333333333 X(8) = 2,502857142857 

^ = 0,25 I = 0,125 

X(5) =: 2,0833333333 L{9) — 2,717857142857 

^ = 0,111111111111 
2;<10)=:2,8280e82539G8 
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Si dans I'^quation (2) on fait ii=0 et ^=1, on aura Z(1)=Z(0)-)- ^9 
et k cause de Z(1)=:0, il viendra Z(0)= — ^= — 00. Mettant — a a la 

place de a, on obtiendra L{ — a)=Z( — {a — 1)) -}- — . 11 suit de cette expres- 
sion que L{ — n)=: — 00, pour toute valeur entifere et positive de n. 

On pent trouver un autre developpement de la mani^re suivante: 
On a JLx=zL{x-\-i) — Zj;=:— , et puisque L{X'^l)=:Lx-}-L'x-\-\L''x 

+ ^— ^ L^^ -}" ®t^' *^ s' ensuit que 

s 1 a I 2.3 ' 

De Ik on pourra sans peine tirer la valeur de L^x en x^ et ensuite par 
integration celle de Lx. En effet consid^rons en general la fonction fx=z^(px. 
On obtiendra de la m^me manifere F Equation suivante: 

(px=f'x + ^f'X'^^f^x+ -^-l^/'-'ar + etc. 
Supposons qu'on ait: 

f'x = qp;r -f- «9'^ "f" fiv"^ + ycp'^x -f- etc. on en tirera 

etc. etc. 

En ajoutant et remarquant que f*x -f- -^f^x -f- -x-^ /"^^^ -[-..== 9);r, on ob- 
tiendra 

done a + i=0, ^+^a+^=zO,y+^pJ^A^a+-^^=Q. etc. 
d'oii Ton tire, a = — ^, /?=y^j, y=0, <J= — 7^^^, 6=0, etc. done. 

px=:(fX — ^^^p'^+xV?^*^ — rlir?^*"'^'!"®*'^' *^* ^"^ integrant: 
2!^)X'=.f{fxdx — ^9^ + yif y '^ — tIif?^"'^ "h ^t^' 

Faisant maintenant ipx=- — , on a s( — j-=lLx^ f(fxdx:=\o%x 

(p'x=: —^q>*^x=: ^ etc. et par suite, 

Lx^zzcA- \osix — — --H --— — etc. 

' ^ 2x 12jr*^ ' 120x* 
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Pour detenniner la constante c^ soit or =10, et on anra 

Z(10)=c+log 10 — yV — T^W + T^TshsJSis — «tc. 
ffou Ton tire la valeor de €r=0,577215664901 . . 
On obtiendra done: 

L{x) = 0,677216664901 • . + log a:— J-— -^+ , J, , — etc. 

Cette formule est ivh& commode pour calculer la fonction L{x) lorsque x 
n'est pas trop petit. 

Pour calculer L{x) depuis ar=la^=2on pent developper une formule 
convenable de la mani^re suivante : 

Ona Z(l-fa)) = — + -L-H L_ + . ,+ i+l 

= l+i+i + r + --arinf. — -1— — -i ^ ... a 1' inf. 

or en developpant , -^r — , - — , etc. on trouvera 

'^^ l+o 2+0 S+o 

Z(l+a>)=a,(l + ^+^+-l. + ...) 
-«'(l + ^+^+^ + ...) 

— etc. 

Done en designant 1+ "s^"f"o^+ i^H""' P^^ '^"» ^"^ ^^'^ 

Z(l -f 0)) = -Sj^o) — iS3«'+ iSX— *>co^+ -SX— etc. 
ou bieu Z(l -f CO) = (5^— 1) (0 — (iS,— l)a)* + {S — l)co»— . . . 

or (0 — CD* + 0)* — . . = —^—- , done 

L{\ + ^)^-^ + {S^-i)^-{S^-i)^'^+{S^-r)^^-etz (A) 

Mettant — ca a la place de o), il viendra : 

Z(l — o)) = -5L (5;_i)a)_(5j_i)a)*_(^^_l)a,»— etc. .... . . .(B) 

Ct)— ^ J, 

De plus ayant jL(2 — co)=Z(l — ©) -f r , on en tirera 

i(2— co) = l — (-S^— 1)0) — (5,— l)a)«— (5^— l)co»— etc (C) 

On trouvera aussi sans peine la formule suivante : 

^' + "')=Tf^ + W^+(*--l-l^>-(*.-'-iV)"'-(«.-»-i>'-"- 

Tome second. 3 



\ 
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Je vais maiptenant inontrer rapplication de cette fonctioD a la sommation 
des snites. Ayant Stpx = ^'ip(x -^ 1)^ on pourra sommer toates les series 
dont le terme general est q)x^ lorsqu'on conaait 2q>x. Considerons d'abord la 
suite harmoniqae. 

On a done P=zl^(—-^ — J = a^^— i — Y Faisant b-\-c-^cx=cyy on a 
-S'(— )=C+ — i(y)=C+— z(-^+a:). Ponr determiner C 
soit ar = 0, ce qui donne P= -^, done -^=C4"— lC-^\ et par suite: 

Faisant p. ex. a=l, 6=1, c=2 on aura 

i+^+i+f+--- + -i^=i4-iZ'(^4-|)-WI)- 

Cherchons la somme de la serie: 

a a t a a % a 



a 

c \ y 



_ J? I ? g I g _ 4._J?^ g —o 



Cette s^rie ^tant ^gale a 

a I a I a , J^^Ji / a , a , ^ 4- J- _:?L_\ 

on aura tout de suite 
on en reduisant 

En supposant x infini, on aura Z/ (-^r- + ^) = -'^ (-^ — "1"^) ^* P^ suite: 
6 6+c "+""6+2^ Tf^ ' 6+4c A(6+c) ■*"2cL V 2c / V 2c /J 

Faisant ici 6=1 et c=l, on obtiendra 

or Z/(2)=l et 1 — ^ + ^ — 5-+-'=log2, done on en tire ce r^sultat re- 

marquable 

log 2=1— ^/.(l), ou i.(|)=2— 2log2. 

Si Ton fait 6=1 et r=2, on aura 

i-^+^-f+--=§+i^(i)-i-^(i) 
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or 1 — ^-f-y — ^-f"Ctc.= -^, on a done 

Onsaitque -: — = 1 sr "h s— r— — etc. 

^ 8in9 9 9 — TC 9+7C ' 9 — sic 9+27C 9 — Stc. 

= JL L.+ 1^ 1 +etc.— (-i i 1 L5 etc.) 

9 9 — 7C ' 9 — ^2tc 9 — 37U ■' \9+TC 9+7U+7C ' 9+7C+27C / 

I 

or faisant 6=g) et c= — tt, on obtiendra 

9 9-z ' 9-2TC 9(^-9) 27C L V 27C / \ 2tc /J 

et en faisant 6=g)-{-^ et cz=:7i 

J L_+_i etc= H +i_rz,Ci«±£._Z/'i!E±2.)l done 

9+TC 9+7U+TC ' 9+7U+27C (9i-TC)(9+2TC) ' 27U L V 2tc \ 2k yJ 

sin9 9(rc-9) (<p+jc)(9+2jc)~ 2tcL V 2ic /~ \2re/ \2ie/ \2re/J 
Soit q):=m.it, et Ton obtiendra: 

Sik=S(Hr)-,i;sifc5iH[i('-T)-'^(*+T>'Kl*f )-<*-?)] 

on tire de la en posant ~ = ;r et remarquant que 14,1 + ^) = ^(^) H 

i(l_ar)_Z(:r)+ Z<^+;r)- Z^^ - or) = -^i 
mettant ^-{-y an lieu de x^ ou aura 

On a 
cotang «.= l-f-JL4._\^J-_^4.etc.+ — +-i-+JL + etc. 

done faisant saecessivement 6=9, c=:n et 6=9), c= — ;r, et remarqaant 
que L r^iH. -|- xj — L (^^ -^ xj-=0 poor a;=oo, on aura 

c.,= i-Vi[i(^)-i(^)]. 
Si Ton fait (p=iTx^ on obtiendra 

cot7r^= ±-(Z.(l— :r)-Z.(l+:r))-f. -1-; 

^^^^ L{i—x) — L{i + x) = ncotnx— i 



et a cause de Z/(l-|-ar) = Z/(a:)-| , 



s 



L(l — x) — L{x) = TT, cot 7r;r, 
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Substitaant cette valetir dans I'^qaation ci-dessas 
i(l — a?) — Lix) + L{^ -f- ar) — Z(^ — ar) ^'^ 

2ic 



sinSLnc 



— n cot ar:;r. 



, il viendra 



d'ou en r^doisant 

//(^+ar) — Z(^ — x)=intsaig.7rx. 

A I'aide de cette formule on pent, lorsque les valeors de L{x) sont con- 
nues depuis ar=l jnsqu'i :ir=:l, 5, trouver les valeors de L{x) pour toute 
antre valeor de x. 

Pour faire usage des formnles (A), (B), (C) il faut connaitre les valeors 
de S^ , S^ etc. Celles-ci se troovent calcolees dans Eoleri Calc. Diff. page 456. 
En sobstitoant ces valeors on aora. 

L(l^(o)=i -^ ^ «(o — a,ro*-taj09" — «>» + — 

oil a, a,,' a^ a„ etc. ont les valeors snivantes: 
a =r 0,64490 40668 48226 4 «, 



«• 
a-: 



: 0,20205 69031 59594 2 
: 0,08232 32337 11138 1 
0,03692 77551 06863 2 
: 0,01734 30619 84449 1 
0,00834 92773 86601 8 
0,00407 73561 97944 3 
0^00200 83928 26082 2 



«10 

«u 

«14 



0,00099 45751 27818 
0,00049 41886 04109 4 
0,00024 60865 53308 
0,00012 27233 47585 7 
0;00006 12481 35058 7 
0,00003 05882 36307 
0,00001 52822 59408 6 



Calcolons p. ex. Z(2±(o) et L(i^t») poor <»=0,01 






Z(l,99) 



100 
T9 



= 0,006449340668 
= 0,000000082323 
= 0,000000000002 

0,006449422993 
+ 0,000020206059 

— 0,006469629052 
J^ 

= 0,993530370948 
= 1,010101010101 



«,.<» 
«,.»' 



* 



= 0,000020205690 
= 0,000000000369 

— 0,000020206059 
+ 0,006449422993 

0,006429216934 
1 

1,006429216934 
0,990099009900 



Z(2,01) 



TOO 

nrr 



0,016330207034 = //(1,01) 



Z(0,99) = — 0,016570639lS3 
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Si Ton devait construire one table sar les valeors de la fonctioii L{x) 
p. ex. de milli^me k milli^me, on poserait successivement (o=0,001, €0=090029 
CO =0,008 etc. dans les formules ci-dessus; mais il serait moins laborieox de 
dedoire ces valeurs Tnne de I'antre. Poor cet effet mettons co-f* 0,001 a la 
place de co, et nous aurons 1' expression suivante: 
/,(2«(co+o,001))=Z(2-a>)— (a . 0,001 + a^. 0,00000 ! + «,. 0,000000001+...) 

— CO («! . 0,002 + a^. 0,000003 + a^ . 0,000000004 + . . .) 

— to\a^ . 0,003 + a^ . 0,000006 + a^. 0,000000010 + . . .) 

— a>*(as- 0,004 + cx4.0,000010-f-cr^. 0,000000020+...) 
Substituant les Taleors de a, cc^^ or, etc. on en peat tirer la valeor de 

L(2 — ((0 + 0,001)) — Z(2 — (x>)=JL(2 — «). De la m^me mani^re on poarra 
d^velopper J^L{2 — co), J^L{2 — co) etc. et a Faide de ces differences il sera 
facile de construire one table sur les valeurs de la fonction L(x). Dans ce 
calcul il faut avoir soin de donner k co des valeurs assez petites, ce qui est 
bien a remarqucr. Je vais faire voir une application importante d'une telle table. 
Cette application consiste en ce qu'on pourra par son moyen, tr^s facilement 
construire une table sur la fonction 

logl + log2 + log3 + ...+log(ar — l)=log(1.2.3...(ir — l))=:logJnr. 

En effet on a Z(a:)=-S'(l), AoncJ^Lxdx =iJ'cdx'\'Sf—=zCx+ Slog x 
=:Cx+logrx; done log rx=zJ'L(x)dx—Cx, et de Ik (^^^^)=^^)— <? 

JO 

Soit pour abr^ger log/Ir=P, d'oii -^-- = Z(j?) — C; or d'apres on di^or^me 
connu on a 

ds Ax 

Cette expression donne L(x) en P ou log/^; on pent en tirer la valeur de 

^P exprimee en L(x). Or on voit aisement qu'on pent poser 

AP 



^{JP-':^J^P+^J^P— ^J^P+^J^P— etc.) =L(x)— a 



\r 



-L{x)—C-\-a.JLx-^a'.J*Lx-\-ti'.J^Lx-\-(e'.J*Lx'\-eUi. d'ou Ton tire 
^ ^- =. — ^JLx — ^a . J*Lx — ^'J'Lx — ^t^J*Lx — etc. 



-{- I ^ = + ^J'Lx + laJ*Lx -f la'J*Lx + etc. 

A*P 

— ^ — — = — ^J^Lx — ^aJ^Lx — etc. 

+i-^= +y*Lx+^ic. 

etc. * etc. 
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La somme des premiers membres de ces equations etant egale a Lx — C, on 
ea tire, a=^, a'=^a — ^, Qf^=i^a! — ^a+|., a^:=.^a^ — ^'-j-i.^ — ^ etc. 
d'ou on d6dait, a=^, «'= — ^^y a»=^i^, «"'= — y^^. Substitoant ces 
valours on obtiendra: 
^P=^(logr:r)=:(Za:— C) z/:r+ ^^Z.a?. ^:r— yiy^*Z>ar. z/:r+^\i;.^*Z/ar. Jx—^j^^^Lx.Jx^ etc. 

Pour determiner la constante C^ soit ar=l et ^ar=l, et Ton aura 
^(log/>) = logr2 — logri=0, de plus Z(ar) = Z.(l) = 0, ^Z/a:=l, 

J^Lx=i — \^ J^Lx==il...J''Lx=ztl2)^'^ done 

C=i+yV+A+ ••• = 0>577215664901 
et cons^quemment. 
logIXx'\- Jx)=logrx— z/;r (0,5772156 . • — Lx—:^JLx+^/nLx — ^J^Lx+ . .) 
Si Ton pose ^x = 0,001, on aura 
logr(:r+0,001)===logra:— 0,0005772156.. + y^^^(Z.:r+^z/Z.a:—Tiy^^^ 
Mettant 2 — co au lieu de ar, on aura 
log r(2-a)-0,001) = log r(2 - w) + 0,0005772156 . . - ^^\y^(Z.(2 - co) + 1 JL{2'(o) + etc.) 
La fonction i/(:^) pent aussi s'exprimer par une integrate definie. Si dans la 
formule (2) ou pose a=l, *et ensuite x=ia^ on aura: 

Considerons le developpement de (1 — x)\ 

On a (i — a:)» = 1 — «ar + g^a;'- "("-^H^f gj^ ^ etc. 

on tire de la 

l-(l-^)- ^^_ ^(^-1) ^ » ^(^-^)(^'^) ;r^-etc. 
jp 2 ' 2 . 3 

multipliant par dx et integrant, il vient 
log:r~/il^.rfr==C+«:r-^.^);r»+i . ?<|:!X|-^ 

PrcDant T integrate depuis a:=0 jnsqu'^ x=l on aura 

^ a(a-l) , , a(a -l)(«-2) _ t a(g-l)(a-2)(a-3) , _ /'Ylili^dar 
7 2 -r? 2.3 * 2.3.4~ J o\ X / ■ 

Or cette serie est, en vertu de ce qui precede, ^gale a L{i-{-d), on a done 

iKi+«,=/:(i=<^)^. 

Mettant 1 — a: au lieu de x il vient 
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Mettant de plus x^' an lieu dc x^ on aura 

Z/(l -[-«)= «'/ -^ x\-^dx, oil Ton suppose a'>0. 
Posant aa^=:zm^ il vient 



ii 



Cette expression conduit k ce theor^me remarquable. 

Theareme. "Lorsque y est une quantite rationnelle quelconque, la fonc- 
"tion L{y) pent toujours s'exprimer par des fonctions alg^briques, logarithmi- 
"ques et circulaires.'^ 

En effet ayant 

l(i -I- — ) = a / — HI— .a7*-V/a?, lorsque a>0, 

1 + — J =ia I z^.x^-^^dx lorsque a<0 

x^^dxj pour des valeurs entieres de m et 

de Oj est integrable par des fonctions algebriques, logarithmiques et circulaires. 

Or 1 -| pent, pour des valeurs entieres de m et de a signifier une quantity 

rationnelle quelconque; done le theorenie enonc^ est demontr^. 

Soit w==l eta=:2; on aura Zy(l + ^)=2/'-^^=2 — 2 log 2, ce que 
nous avons trouve plus haut par un proced6 different. 

Sou m=l et«=3; on aura Z(l+^)=3 /*'^!^ =3 — s/^-M^ 

d'oii I'on tire Z(l + ^)=3— | log3— i^^. 

Revenons k I'expression g^nerale Z/fl-j-— ) = «/ — II_ . a:"^>rfir. Or 
— . x^-^dx se .divise en deux parties, savoir, 

II reste done a trouver Tintegrale / "--rfa:. 

^" » l=^=r =*""' +i^5 et par consequeat 

s^ — 1 ' "m~ • t/ x« — 1 ' 
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Or on peat snpposer m<a, car le probleme pent tonjonrs £tre ramene a ce 
eas. On anra done lorsque a est un nombre impair, (voyez Enleri Calc integr. 
pag. 49, 50). 

/^.fo = |log(^-l)+|'|;'cos^ log}/(l-2:r eos ^ + :^) 



, 2ihu 
s . Bin 



Ay Sin arctang , 

" 1 I1-X.C08 



Si Ton pose cette expression egale a — Iog(ar — 1)4-P, on aura 
jpa_i ' ^^'^^^-P iog — ^—r 9 et en integrant entre les limites ar=0 et;r=l, 

/*'^^-^"'^ = ^— '^' logo. ♦ 

«/ o s^ — 1 a ® 

On voit ais^ment que P'srsO, et q4'on ait 

!• ^\ 
1.C08— ) 

n s'ensuit done, lorsque a est impair 

L(i + ^)=^_loga+*l;^osi^log(£-2eos^) 

— 2 27fc sin -—_. arc tang < szr 

I « 

ar=:l donne Z^(2)=l; a=3 et m=l donne 



. 27C 

sin -— 
3^ 

2jc 

1-C08 



Z(l+^)=3— log3-f-cos |^.log(2— 2cos^)— 2sin^.arctg 

f 1-C08 -J, 

or co8-^=-i, sin^=^, done iXl+^)=3-| log 3-^^(3) 

«=3 et j»=2 donne /.(! + f )=| — | log 3+ ^ KC^)- 

La formule (D) a senlement lien, lorsque a est impair. 
Lorsque a est pair, on aura: 

Z(l + -^)=:-^— loga±log2+*if cos^.log (2— 2C08^) 

— 2sr 
1-CO8 — 
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Le terme ^ log 2 doit £tre pris avec le signe ^ ^i m est pair; et avec 
le signe -^ dans le cas contraire. 

a=zi et »i=l donne Z(l-f-i) = 2 — log2. 

a = 4 etm=l donne Zf(l + 5-) = 4 — 31og2 — ^ 
a=4 et m=z5 donne /^(1 + |) = |— 31og2+~. 

« 

Les deux dernieres^^ations donnent L{^) — Z(|^)=7r — f , ce que nous 
avons deji troav^ plus haat 

La formole (E) comprend aussi le cas de a impair, car 
L(i + ^s^^) = Z 1 + ("—^^l-Y Mettant done 2a au lieu de a on aura 

en remarquant qae 1 -cos^=2 (sin -|-)! 

Si Ton met ici 2a — m k la place de tn^ il vient: 

4*-^^)=^(2-£)=2^-'«S«-(''>S2±log2)+S*cos^.Iog(2singy 

a-I "" — 

-|-2j?fc sin — .arc tang —p — j^ 

en remarquant one cos Hg«-w)7c _cosig^, et que sin *(^-"')^ =_ sin-^ 
Ajoutant ces expressions de £[2 — -^j et Z (l -f- -^)> ®^ obtient: 



B-1 



+ 4 27*cos^log(2sin^) 
et en retranchant Tune de I'autre, on obtient 



a-l , Mtt 



Tome second. 4 
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Ori(«_^)=i(l + l_^)=/.(l_^)+^,d.,.e 



a-1 . wn 

a 



mais nous avons vu aaparavant que ^(l — —-) — Z(l -f-^)=flc.cot^ ; 

on a par consequent 

. kit 
a-i , 8in 

cot-;r— = 2 Ji/tSin — - .arc tang 



2 2a 



V""27>' 



En substituant cette valeur dans Texpressiou trouvee ci-dessus pour 

■ K^ +£)=^-»og«-(Iog2±log2)-| cotg+2S*cos^.log(2sing). 
etpuisque Z (l + ^) = Z (^) + — , on a aussi, 

z(^)=-loga_0og2±log2)-|-cot^+2S*cos^.log(28m^) 

En faisant ici successivement m=::2^ 4, 6^ 8...2(a — 1) et ajoutant, on 
obtiendra : 

J. (cot JL + cot -^ + cot -»^ + . . + cot-M>^) 

a-l «.„ . . . a-l .._ , „_. a-i ^^^ 



+ ^log(28in-^) i-fccos ?^+2iog(2sing) i"* cos i^ + 2 log (2 sing) i^tcos 
-f ...+ 2log(2sin<^>lE)S*cos.^M^. 

Or cot -JL +cot— + . . . 4.cot ^"'^^^ — 0, et 2»cos ^??*^ = — 1, done 

a a ^ a ^ a 

^(4)+ ^ (I) + ^(1) +•• +^ C^) =-(«-l)log«-2log (2sini) 
—2 log(2sing) -2log (^sm^) ...-2log (^sinM^) 
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done 

^(i)+^(l)+''(l)+-+^(T) 

=:_(a_l)loga— 2(a— l)log2— 2log(sin-^ . sin ^. . .sin^?!^). 
mais (sin 7^. sin-— . . • sin ^^" ^^ ) = ^f ^ , et on anra par suite 

'^(t)+-^(I)+'^(I)+- -+^(4) =" '»8 (t)> '''»'' '■'•° "^ 

log«=-i[z<i.)+i(l)+i(l)+...+i(Hf )], et d. U 



«•= . . . . '■ 



/(T)/(7)/(f)...,KT) 

On peat encore trouver d'autres propri^tes de la fonction L(x) comme il 
suit On a 

mettant 2x an lieu de a:^ il vient 

or L(^)=C- (4-+ -^+ ^ +. .) et Z(x+i)=C- (J^+ i^+ . .), done 

Pour determiner C on fera x=t, et on aura 0=C*-f-^Z«(^) or L{^) 
= — 2 log 2, done C* = log 2 et 

2Z(2x) = 2log2 + Z.(ar) + Z,(a:4-^) . . . (F) 

ou, en remarquant que L(i-{-2x)=:zL(2x)-\--——etqneL(i-{'X)=L(x)-\ , 

2Z( 1 -f- 2:r) = 2 log 2 + 2,(1 -I- X) -f- Z(^ + a;) 

de plus, ay ant Zy(^+ar)=Z(H-ar) — , on aura 

Z<|+x)=2i:(l+2a;)-Z<l+a;) + ^ -2log2. 
Mettant 1 — x a la place de x dans I'^quation (F) on obtiendra 
2Z>(2— 2d:)=:2log2+Z/(l— x)+Z<|— x), et k cause de Z^l— a;)=iy(2— a?)— j^ , 

Z^l — a;) = 2 /-(2 — 2a;) — Z,(2 — ar) + -L- — 2 log 2. 

Cette formole facilite beaucoup le calcul de la fonction ZAx). Si par 

4 * 
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exemple on devait calculer la valeur de LilA^S), on ferait 1,498 = f — x^ 
et par suite a?=0,002, 2— 2:f==1,996 2— ar=l,998. 

Revenons k la formale: L{x)'=iC — ( 1 --^ + - • •) 

Si Ton met nx au lieu de x^ on aura: 
jj(fix) = C ( ^ 4- ^ 4- ^ -L. . . . 4- _i:_^ 

(^ 1 I ^ I L_-L. .J L_^ 



on bien 



— etc. 

-vlA+-^+-s+•••l 

\ fi n n J 

^ » n n J 



l^+ — 
I n 



+ — =— + — ^~ + 

1+X+ — 2+JrH 

It It 




|jr+ — 1+JP + — 2+X+ — I 

V n n n J 

Or on a en g^n^ral 
^+ L__4. L_^ + ...=:C"-i:(^+-^),.donc 



S + 1+JP + 2 + X + 

n n n 



Pour determiner C faisons x=:0; il en resulte, 4 cause de Z(n.O)=:— Z/(0), 

o=e>+i.[^(l)+i(l)+i(l)+ .^^i^). " 

or nous avons vu que — [M— )+M -) + • • •+^(-^}== — log^ 
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done 

Posant done saecessivemient n = 1, 2, 3, 4 etc. on aura 
L{lx) = log i + \ L{x) 
L(2x) = \ogi + ^(Lix)-\-L(x-{^^)) 
L(5x) = log 3 + ^liMx) + ^x+^) + ^x^^)) 
ete. 



IV. 



Les faawtwiis trmiscendantes 2^ — , -^"T"* -^"t>**'-^ — exprimees par 

des integrales defimes. 



i%\ Ton differentie successivement la fonction S — , on aura 



<-i) K^i) 



a 



V 1 



da da a* 



d^S — 2d« (— ) 



a 



da* da* 

«f»2 — Srf» (— ) 



+ 2-^^^ 

«■ 



#>4 



etc. 



rf«2 i Si/" (— ) 



a 



±2.SA...?i.^'-lr^ 



oil le signe «f- a lieu, lorsque n est pair, et le sigue — lorsqne n est impair. 
On en conclut reciproquement 

a^ da ' a^ ~ 2.da^ ' a* 2-Ma» ' 

yJL — J . g -—I d^'^Lja) 

a« -^ 1.2.8.. (n-l)c/a«-i — 2.8...(«-l)rfa«-i 

Or nous avons trouv6 que -S* — ==/;,(«)=:/ -_ dx. 

On en tire done en diffi^rentiant par rapport k a: 

da •/ o X — 1 
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£/*2 — 
a 


da* ' 


a 


da^ 


etc. 


rf«-i2 — 
a 



•/ o X — 1 

%f O X — 1 



En substitaant ces valears, on aura 

a* «/ o JT — 1 

ii8 * «/ o Jr — 1 

a* 2.W o . x—1 

etc. 

^ 1 



En general, quel que soit a, on aura 



1 r^ ^-H^)^-^ ^^ 

~ 2.S.4 . . (2«-l)«/ o jp— 1 
i+i "T" 2.3.4. .2««/o jr— 1 



a)J, J=i •'^■ 



a" r(( 
Designons ^ — par L{aftt)t et noas aorons 

a" 



L A' -- (4)- 

a) './ „ jf— 1 



« ^(«'«) = f(S) 7 , — ]?iii — •^+.^- (*) 

En developpant en serie infinie, il viendra 

i«^«)= i4 • L/:'-"- (4) •' -^ +/>• (4) •' *+/'-"• (4) ■' '^+««-] 



or 



ya?*-*-^( /— j .'^ £te = ^^^ . et par consequent 
\ x/ (a—ky 



Lla^a) = 1 h i h ... in Inf. + C. 

oh C^ est une constante independante de a. Pour la trouver, faisons dans (1) 
a=l, ce qui donne Zr(l,a)=:0 et ar*-*=a:®=l; par consequent 
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Till da:. On tire de la 



oil a peat ^re positif, n^gatif ou z^ro. 
Substituant cette valeur, on aura 



^(M= Jg.L)/ ^-i^/ ^.^+<^/ 



Consid^rons F^xpression / _f En developpant , on aura 



/ 



4S~.^^fQLy. ^ +/K4) • ^+M^y<^+- 



1— X 

o 

done enfin 




r(A+i)(i-f-2^+8^+^ + ...)' 



^ ' r(a) V ^ 2«H-i ~ 3«+" ^ 4«+' ^ / 

2.r(a) V ~ 2"+* 8«+* 4"+* "^ 

. (a-l)».r(«+8) /. , Jl L. _1_4. J_ . ^ 

~ 2.3r(a) V ~ 2«+«~ 8«-H~ 4«+»~"V 

etc. 
or on a J\tt+i)=ttIXa), 7][a-f-2)=a(a4-l)/];a) et en g6n6ral /!(«+*) 
= a(a-|- 1) (a-f-^) • • • ('('H^ — 1) ^'*)' Snbstitaant cas valears, on obtient 

-^■«<.+l)(.+^+^+^+-) 

+fe^„.(.+l)(.+«)(,+J_+J_+^+...) 



etc. 
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Si Ton pose a infini, on aua 

Z(oo, «) = 1 +J- + J- + J- + . . . etc. 

2« 8" 4" 

done en d^ignant J&(oo,a) par L\v^ 



2 V" . / V /I 2 3 

m 
a 



Si dans la fonnole (1) on met — an lieu de a, on aura 






<£i; 



Faisant ari^ry, ar devient = y', dx=iat/*-\ (;—)""'=««-« (/i-V"' et par suite 



dy 

On tire de \k 

Si maintenant m— l<a, ce qu'on peat sapposer, la fraction ^ est 
resoluble en fractions partieUes de la forme -^ . On aura done 

1 — eg 






i r'o-)" ro-T' 

Si Ton d^veloppe -^ en s6rie, on voit que 

iLcy •<^y=A«)'(l + -^+ -^+ -^+ . • .), done en d^ignant 



c I c* 1 e* 



1 H- -— + — -+ -—+... par L'(a, c), on aura 

Si O * 



Tome second. 




at 

'Q-T 

— ? dy = I\a) . Z/'(cf , c) ; on obtiendra done enfin : 

1 — cy 

l(^— , «) = a« (^ . /.'(«, <?) + ^' . L\a, c') + ^^ Z'(a, d") + etc.) 

La fonction L i—j ^) p^ut done, lorsqae m ei a sont des nombres en- 
tiers, dtre exprim^e sons forme finie k Taide des fonctions I\a) et Z^(or> c). 
Soit p. ex. m=l9 ^=2, on anra 

^4'«)=i|5/'7a-0><^=-ri,/'^- ""^ 

conseqnent A=. — 1 etc= — 1. done 

. Z,(^,a)==_2«.Z.'(a,-l)=_2«(l__± + ^--i- + ...) 

Lorsqne a est nn nombre entier, on sait qne la somme de cette serie pent 
s'exprimer par le nombre n on par le logarithme de 2. Soit asl^etrona 
1 — 2 + i — ^-•••='^g2, done i(^l) = Z/(^)= — 2log2, ce que nous 
avons trouve precedemment. 

En posant a=2,on ;il— ^ + ±-^±. + . ..=i:^,AoncL{\y%) =—^. 

On pent en general exprimer L{^^ 2n) par — M.n^, on M est un nombre 
rationnel. 



V. 



Sur Vintegrale definie / af'^ (1 — ^)®"^. \l — j^ dx 



JLPanB les Exercices de calcul integral de M. Legendre on trouve I'expression 
snivante 

/V..(i-.r'.d>:=I^ ...(1) 

done 

^og (/o ^^* {i—xy-\ dx) = log r(a)+log7T[c)— log I\a-{-e). 
Differentiant par rapport a a et ^ r, et remarquant que 

-^CW —La—C (Voyez pag. 21) 

da 

on aura 

Ces deux equations combin^es avec I'^quation (1), donnent 
/;ar-^(l-:^^^fcr.rfr = (Z(«) _i:(«+c)). i^^ffl- 

fy-\{X-xr-MX-x)dx= (m -Ha+c)). ^g^ . 

La demiere equation pent aussi se deduire de Tavant-demi^re en ^chan- 
geant a et c entre eux, et mettant 1 — x k la place de x. 

Lorsque r=l, on a, a cause de i(14-a) =— 4-^(«)> et I\a'-}'l)=^al\a), 

J oif^^.lx.dx:=z ^, r^sultat connu, 

et J*^3e^\l{i—x).dx=z — iS+^I, done Z(l + a)= — af^x^\lii—z).dx 

S *- 
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D^veloppant (1 — ar)*"* en serie on tronvera: 

mais y^VHl--a;)-s(zl).<te=(JL(a+c)-Z<a))i^;M, done 

^z>ia-f-c) ^(«); j,^_^__— (c_l).^_j^H ^ ^—^ ^-^_ .__+.. .(X) 

Solt p. ex. c=l — e^ on a i(a+c) — Zr(a)=: — X(a), il[a+c)= 1, 

Jta).JT:c)=/T«).7\l— a) = ^; done 

~L(d\ ^ — * -i- ° i a(g+l) i «(g+^)(g+>) I etc 
^ ^ ' * Bin flic o« ~ (o+l)« ~ 2(o+2)« ~ 2.3(a+S)s ~ 

Soit a=J, on a — Z/(i7)=21og2, 8^-^-= U done 

Soit «=1 — ar, c=2x — 1, on aura en remarqaant que X/(l— a?)— Z(ar)=jrcot jrx, 

r(^ (Ti)* (2-*)*^ 2(3-*)» 2.3(4-*)* ^•" 

En ^changeant a et e entre eux dans T^quation (2), on obtient 
Divisant I'eqnation (2) par celle-ci membre k membre, on aura 

1 e—1 , ic-l)ie-2) _ 

L(a+e)—L(a) a* (a+1)* "*" 2(a+2)» 

L(a+e)—L(e) 1 c— 1 , (g-l)(g-2) 

e* (e+l)« "^ 2(c+2)* 

De cette Equation on tirera en y faisant c=l 
Z,(l-fa)=a— ^ML-f.-?^^^^ — ...,donc en ecrivant — a pour a, 

Z(l— a)=— (a -ffM+f(?^^J!^ + ...), et en mettant a— 1 au Ueu 



• • • 
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on tire de i& 

* __ 

Si dans Teqaation (2) on pose a=l, on aura 

comme auparavant Faisant c=0, il vient 

^*)— • — 1-1. * 4. 1 J-JLj- — «' 

"^ 2* "^ S* ^^ 4* "^ 6 

Nous avons vu que 

- /v..a_.r('i)<te=w<.+»)-iK«))- ^^. 

Diff^rentiant cette Equation logarithmiquement, il viendra 



/>..ff-,r'(4)-^ ■^"""^ 



+ Z^a+ <^) — ^^f) 



or on a .^^=— J-JL. Soit ^ 4- = ^'(«)» et I'on aura 



ifti a* a' 



/ V^(l~;r)-» (?l)".«2r=[(i'(a+c)-Z,'(a))+(i^«+^)-Z<«))«]. ?^^ 

11 
Si Ton d^signe ^-^ par U'^d^ ^—i P^ -^(^) ^^'i *^o obtiendra par 

one differentiation repet^e 

3(Z'(a+ ^) - M«)) (^(«+ ^)- ^(«))+ (^« + ^) - ^«)")] ^:g- 

f *a?^» (1 .— ar)«^^ (/ — )* dx = etc. 
En diff^rentiant I'^qaation (2) par rapport ^ a, on anra 

«/o ^ ^ \ x/ Vfl* 1 (a+1)* ' 2 (a+2)* 2.8 (a+*)* ' / 

et en g^n^ral 

J'> ^ ' V jr/ V„« . 1 [a+Vf * (a+2)« *•• («+«)" '^ 

Or la fonction f ar*-».(l — a:)*-*.U— )"~'«i!r est exprimable par les fonctions 
Fy L, L\ Uy . . . iX<*-0 done la sonune de la s^rie infinie 



f^._l_+(£:iM._J etc. 



a« 1 (a+l)« 2 (fl+2)* 

est exprimable par ces mdmes fonctions. 

Il-y-a encore d'antres integrates qui peuvent s'exprimer par les mdmes 
fonctions; En effet, soit 

on obtiendra par des differentiations successives par rapport k c, 

f^x^^i — a;)<^^/(l —x). (l—y:'dx=<p>(c), 

y^V^(l-ar)»-^(^(l-x))?(^l)r^=y.(c), 

et en g6n6ral 

f^x*-\(l^x)^K (/(I— ar))^«(/i)"rW=g)0»-0 (c). 

Or OB a Q)(a, c) = r(a+c) — ^^^^ ^^ substitnant cette valeur, on obtiendra 

Texpression generate suivante, 

x-^.ii-xrK(ni-x)yiixr. ^^;^y . 

et cette fonction est, comme nous venons de voir, exprimable par les fonctions 

P 

On sait que 

Differentiant par rapport a a on aura 

' (4) ••(«^)''^= ^= -^ = ^«)- ^ 

or ^^ = Z,(«) — C, dbnc 

OCX 





/X4)"- '04> = ^«)(^(«)-o 
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diflKrentiant encore, on aora 

Une expression generate pour la fonction 

peat se trouver aisiment comme il suit 

En differentiant Inequation (A) n foi3 de suite, on aura: 

or ^!^ = Ha) — a done ll\a) —f{L(a) — C)da 

et 7|:a) = e^"^-«^"*", done 

J. vt) • v^t) •'^=— Sb? — ^ 

fouction qui est exprimable par les fonctions F, Z, Z/', Z/'' . . - Z/'^^ 

Si Ton met ^ i la place de a:, on a Z — = — y, II — = l{ — y\ 

dx:= e^dy] done 

ou en changeant y en — y 



1 



a 



OU bien 



Z' _/(L ^~C)^\ 



I 



Fai8anty=«*, on a y«[->rfy = — rf(y«) = i Jz, /y = — &,«-» = e- * 

OC (X cx 

et par suite 

ou en mettant a au lieu de 



40 

Posant »=0, on a # ^".cfcp= J^(— i 

PMM.t »=i, .. •/■('4)-^'*'=-^KT)[^(i)-«']- 

Si p. ex. a=2, on aura /^~e-*'.cir = JZ1(i) = iK(?r) 

et y["Oy) •^'•^'^^^^'"^ ^^"*"* '^^ ^^' 

en remarqnant que Z(^) = — 2 log 2. II fant se rappeler qne la constante 

C est igale k 0,57721566 ... 

Si dans r^qoation (A) on pose ^=2(^ on tronvera 

/ y*"* . / r_)*"* rfy = J^y lorsqne n est positif 

if mm 

f y*"*-H~/ ^y^"^^* l^rs^^® ^ ®s* nigatif. 
Differentiant cette ^qoation par rapport k a, on aura, lorsque n est positif 

/.'»^'('7r(«7)'%'=^ (i(.)-c-i.g»> 

Soit y:=ie^y et Ton tronvera 

/'V-'.ar«-«.te.rfir=E(^ (i(a) — C'— logii), 

r^snltat qn'on pent anssi dednire ais^ment de r^quatlon 

/-^<i)^=-J,^(i)[^(l)_c]. 



VI. 



Sommation de la serie 

n etant un nombre entier posUif ftai ou infinij et (p{p) une f auction algebrique 

ratumneUe de n. 



JLja fonction (p{n) ^tant algebriqae et rationnelle, elle est resoluble en termes 
de la forme An^ et ; y est done resoluble en plusieurs series de la forme 



a^ (a+iy» (a+2/ (a+8/ («+«/ 

La sommation de la serie propos^e est done r^dnite a la sommation de 
ces denx series. 

Consid^rons d'abord la quantity p. Or A. 0^ ^tant nne quantity constante 
et A facteor de chaqae terme de la serie, nous poserons, 

^ ' — :=zf\a^x). On a done 
divisant par a?, on a 

multipliant par d^ et integrant, il vient 

or en comparant cette serie avec la precedente, on voit que 

differentiant et multipliant par x^ on en tire 

ax 
Tome second. 6 
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00 en ^crivant sealement f{a), aa lien de /(a, x) 

f{a) = ^'^•^<»-^) . 

Connaissant done la valour de f{a — 1), on pent en d^duire celle de /*(«). 
Mettant a — 1 au lieu de or, on aura 

ds 

snbstitnant cette valenr dans Tequation pr^cedente, il vient 
mettant de plus a — % a — 3 etc. au lieu de a, on obtient 

ds 

f(a-3) = ±^^t=^ 

ds 

m 

ds 






s.dfjl) 

ds 
s.df(0) 



ds 

Snbstltuant ces valours, on en tire 

ff\ s.d(s.d(s.d(s. . .d(s.df(0).. .))) 

ds 

On a ainsi la fonction f(a) determinee par la fonction f{0). ^ Or on a 

/•(0)===a:+a^+ar»+:p*+... + a;-=i^y— J^ done 

1 — s 

s.dls.dis . ..dis.dy—^ —. ..) ) 

f{a) = x+2^.x^+5\x^ + ...+n^.af^z=:—2 ^1 ^^ V_JL-x // 

ds'' 

Ainsi on eonnait done la fonction /*(«), et par suite on cbnnait de m^me 
la fonction p. Si la suite va a Tinfini, on a /*(0)= ^ et par consequent 

s.dls.dys . . .dls.dl-- ) • • •)) 



ds"" 
En faisant succossivement a=0, 1, 2, 3 etc., on aura 

s 
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x~\-2a*-^Sx'+4a* + ...= !! ^^-' ^ 



s.d\s.d(-^)] ., , 
^ ^ ^ ^ rfx» — (1— *)« 



Considerons ensaite I'autre serie, savoir 



X* 



I 



a' (fl+l)" (o+2)« (o+8)« (a+n)" 

maltipliant par x* et ensaite differentiant, on aura 

<*» a«-» • («+l)«-' (a+2)«-' ^ ■ " ^ (o+b)«-' ' 

ou bien 

On voit par 1^ que 

en maltipliant. par efr et integrant, on obtient 

j^„) — /dT.s*-KF(a.l) 

On peat done determiner F(a) par iF)[a — 1) 

Mettant maintenant a — i, a — £, etc. an lieu de a, on aura 






F(l) 



/<&.jr^i.i^(0) 



On peut done determiner F{a) par /T(0), car on aura par substitution: 

or iF\0) = l+ar+a^+... + a^=l^:^^, done 

6* 
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> 

Si la serie va a Tiiifini, on. a F(0) == , et par suite 

Les quantites constantes, dues aux integrations successives, dovient dtre 
des valeurs particuli^res des fonctions /\0), /\1), 2^2) . . . Fia). 

Ayant ainsi determine les fonctiops /*(a) et F{pi)^ on en tirera ais^ment la 
somme de la s6rie propos^e 

Le proc^d^, dont on a fait usage poor trouver la somme de cette s^rie 
k Faide de la s6rie l-j-^H-^ + '• • • -h^> peut aussi servir a la determination 
de la somme de la serie 

^=A0).9(0)+Al).(p(l).;r+/'(2).(p(2).a:* + 
a I'aide de la s6rie 

oil /"(») signifie une fonction qaelconqae, et 9)(n) nae fonction rationnelle. En 
effet la s^rie z est resoluble en plusienrs series de la forme 

^.(/•(l)a?+2«./'(2).««+ S^-AS) .ar" + . . . + »»«./(»)•■!»")» 

et J'.(ffl+ Ailif-^ M^ + . . . /^)^\ 
^ a" (a+l)« (a+2)" (o+«)« ^^ 

Si I'on pose /•(0)+/"(l)ar+/'(2).a:*+...-t-/'(w)a;»=*, on trouvera pre- 
cis^ment de la mdme mani^re que ci-dessus 

o« (o+lf (a+2)« (o+«)« **»' s J X J s J 

Soitp. ex.*=6-=l + :i:+^+^ + ^+... 

on aura 

a * a+1 ^^ a+2 '2.8 a+3 ^ jr« -^ 

X \ X *" X* x» "^ " 7 "^ x« * 



vn 



Uvntegrale finie S^q>x exprimee par une integrale depme simple. 



\9n pent comme on sait, moyennant le theor^me de Parseval exprimer Tint^- 
grale finie 2y*(px par une integrale d^finie doable, mais si je ne me trompe, 
on n'a pas exprim^ la mdme integrate par une integrale definie simple. C'est 
ce qui est Tobjet de ce memoire. 

En d^signant par (px une fonction quelconque de x^ il est ais^ de voir 
qu'on pent toujours supposer. 

q)X=zJe*^.fv.dv (1) 

I'integrale ^tant prise entre deux limites quelconques de v, independantes de x. 
La fonction fv designe une fonction de Vy dont la forme depend de celle de q>x. 
' En supposant Jx=z 1, on aura en prenant I'integrale finie des deux 
membres de i'^quation (I) 

S^x^fe".-^^dv (2) 

oil il faut ajouter une constante arbitraire. 

En prenant une seconde fois I'integrale finie, on obtiendra: 

En general on trouvera 

S-^x^P'.j^^.dv (3) 

Pour completer cette integrale il faut ajouter au second membre une fonc- 
tion de la forme 

C^ C^j C^ etc. etant des constantes arbitraires. 

11 s'agit maintenant de trouver la valeur de I'integrale definie /g*'^ v %\n *^^* 

Pour cela je me sers d'un tbeoreme dii a M. Legendre (Exerc. de calc. int. 
T. IL p. 189); savoir que 
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) c^ + l 1 y»i dt.^invt 

On tire de cette ^qaation 

1 J 1 _|-a /*^ dt.rinvt ... 

e'-l -~ » »^Vo e2'rt_i ^*' 

En sabstitiiant cette valeor de — — - dans I'^ation (2), on aura 

Maintenant on tire de T^quation (1) en integrant 

fq)X.dx:=i^(^''.dx.fv.dv=i j^'^.£^ .dv) done 

S^x-snjiffx.dx — 5-V^-f-2 f — :r7 .fe^'.fvMnvt dv. 

m 

Uint&gr^efe^'.fv.smvt.dv se trouve de la mani^re suivante. En mettant 
dans Teqnation (1) au lieu de x sueeessivement x-^-tY — 1 ct x — ty — 1, 
on obtiendra 

(p{x^ty — i)=if^^.e^W-^,fv.dv 

tpix—ty — i)=if(r'.e^W-\fv.dv, 
d'oii Ton tire en retranehant et divisant par £V^ — 1 

J ' 2v/— 1 

ParJ^ I'expression de S(fx devient 

t 

Chercbons maintenant la valeur de I'integrale g^nerale 
II n'est pas difficile de voir qu'on pent faire 

j^=(-i)--(4,..p+4,.A+A-g^+-+^--^) 

enfaisant = /^- -^o,*> ^i,«,...sont des coefficiens numeriques qui 

doivent 6tre determines. Pour cela differentions I'equation pr6cedente, etnous 
aurons 



11. e* 
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n.e^ n • n 

c'est-ik-dire 

+ » (— 1)" (^o,M-rP+-4t^i-^ + • • • +^-^1- -0-)- 

" ^ ' * ^ ' "** , on formera les equations 



ivATlff 




1/0 uvuum. \i 


^^^pA ^001t/« 


4i9 «A\/ 


(c.._l)iH-l' 


«^sa Avrm, «ai 


IVdUl'C 




"■-^o,« 


= 


o: 


^^0,n = 







-^l/»f 1 - 


- -^1,. = 




o: 


JAi,n = 


1 J 




-^«»»+i "" 


"" •^%n = 


: Ai,n 

n 


o: 


^^^.— 


n ^^'" 




^•-1^1- 


■— -4»-l/i. = 


- n"^ 


^-4»-l;« = 


-„^-^ 






-^«/»fl = 


1 J 

11 







De 1& on tire ais^ment 

Cette derni^re ^qaation servira k determiner les constantes qui rentrent 
dans les expressions de Ay^^^^ A^nf A^^. etc. Ayant ainsi determine les coefli- 
ciens A^ny A^^nf A^nj etc., on aura en substitnant dans I'eqaation (3)aulieude 

(e^ll), s» valeur 

maintenant on a 

«, L—iJL^r^ ^^.8ini>^ 

d'oii Ton tire en differentiant 



e^^*-l ' 



dp ^ _i_o /•i t.dt.eoHvt 



dv r* "^ ^0 e27rt_j^ 

d^p 2.8 Q /•ht^*dt.coBVt 



d^p 2 ^ y»^ ^*.d^.8ino^ 






J » — ^ -- M . etc. 
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done en sobstituaiit 

Cela pose, on tire de I'^quation <px=Je".fv.dv les suivantes: 

f(fx.dx-=Jtl"'.fv. — 



p<fx.dx=ftf"'.fv.^ 
etc.- 






de m^me on aura 

fsmvt.dv.if'.fv^ 9(*+</-l)-<P(^-^^-l) 

fcosvt.dv.^'.fv^ <p(^+t/-l) +9(x-^v/-l) 
done on aura en substituant 

I 

•^^^-^f JoT^' W=l + 2(-l) Jo 7^' 2 ■ 

oh P = A^^—A^n.e-\-A^,^.t* — . . , 

En faisant p. ex. n^=i%^ on aura 
S*9^=Sf^x.d:^-fpx.dx+h^x-tf^'-^^ . <p(x-H^/-l^)->^(^-^v/-l) 

Jo e*"'-! 

Soit p. ex. q)x=e"t on aura 

done en substituant et divisant par e" 

Le cas le plus remarquable est celni oii »=1. On a alors, comme on 
a vu pr6c6demment : 



2 
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dt <p(*+< /— 1) — 9(4r — < y/— 1) 



En supposant que les deux integrales Sq)x ei fipxdx s'evanouissent pour 
x-^tiy \\ est clair qu'on aura: 

done 

a ph dt <p(g+f y/ — 1) — 9(0 — ty/—\) 

Jo e27rt_i ' 2/— 1 

« 

Si Ton fait a:=oo, en supposant que tfx etjcpxdx sont = 0, pour cette 
valeur de x, on aura: 

V^+9^(«4"l) + 9^(«+2)-}-(p(a4"3) + . .- in inf. 1 

i/^ (r,(a-^t\/—l)—<f{a—ty/—l)} • • • • (6) 



Soit p. ex. iy):r = -— - , on aura 

9(g+^\/ — 1) — 9(g — ^ /— 1) — ^at 

done 

tde 



et en faisant a=l 



l + 5- + i + TV+lfV+ "4" — ^'^Jo 



(l+^*)^(e-^*— 1) 

On pent aussi par ce qui precede trouver la valeur de la serie 

(pa — <;p(«+l)+qp(«+2) — qr(«+8) + . . . 

En effet en mettant q)(2x) au lieu de (px et ^a au lieu de Oy on obtiendra 

done 

2y„+2y (a4-2)4-2^(«+4)4- • • .=fyxdx+<fa - ^/j— . 'P(°^^v/-1)--9M/-1) . 

En retranchant Tequation (6) de cette equation, on obtiendra, toutes les 
reductions faites: 

Tome second. ' 
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9(a+/\/- 1) — 9(a-^\/-l) 



Soit p. ex. tfx 



y on aara 



9(g+^\/— 1) — 9(g — V— 1) _ — ^ jonc 



a a 

et en faisant a=z 1, 



:iT+"^T2~"^T3' + z5"+*yi\, 



r<ft 



fl«+t«)(e^^— «-^^) 



log 2 



*=^/ 



f</< 



(!+/«) («"*—«-"') 



ym 



Proprietes remarquables de la fonction y=z(px determinie par F equation 

fy.dy—dxY{{a-^y)(a, —y){a^—y) • • . ifl^—y)) — 0, 

fy etant une fonction quelconque de y, qui ne dement pas z&ro oti infinie 

lorsque y:=:zaj a^y a,, . . . a^. 



s 



oit pour abreger {a — y){a^ — y) . . . {a^ — y)=^ Vyi ^^ ^^* 
En differentiant on aura un resultat de la forme 



d^y P dy P 



*P* V{^) dx fy 

lorsque tf^ = 0. 

En differentiant de nouveau, on aura 



, oil P est une fonction, qui ne devient pas infinie 



de rndme 



ds^ ^ dx fy ^ ^^^^' 

d^y _ P2 ^y_—P^ A^ — p ^—l^V(wv^ 

dx^ /(4)y) ^ dx" fy' dx^ '^^^ dx~ fy '^ ^^^^' 



etc. 
oil P, P^, P^j P^ etc. sont des fonctions de y, qui ne deviennent pas infinies 
lorsque t^y = 0. 

Cela pos^, consid^rons I'equation 

+V(rpy){v.Vi+v'Q,+v^Q, + ...) 
^^ Qi9 Q^9 Qz9 Q^ ^tc. sont des fonctions qu! ne deviennent pas infinies lors- 
que \py=iO. 

Supposons maintenant que y ait une valeur qui rende ^ ^gale k zero 

p. ex. y='a^ on aura 

7* 
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tp{a+v)=a+v^Q^+7>'Q^+v'Q, + ... 
Q^j l?49 etc. sont ici des constantes, et a la valeur de a;, qui repond k yz=ia 
et qui est d^termin^e par Texpression 

La fonction ^(ct-H^) ^^^ done une foQCtion paire de v. On a par consequent 

d'oii Ton deduit en mettant a — i; au lieu de v\ 

(p(2a — v)'=. q>v. 
Cela pose, on a de m^me 

qp(2aj — v) = (pVj 

en designant par a^ Texpression / *^ (^ \ > 

dons aussi 

y(2a — «?) = <]p(2a, — v)^ 
Soil Ton tire en mettant 2a ^ — v au lieu de v 

(f(2a — £«! 4" «?) = <y)i;, 
ce qui nous montre que la fonction tp est periodiqne. De \k on deduit ensuite 
sans peine 

n ^tant un nombre entier quelconque. 
On a de la m^me maniere 

(p(±2n(a—a^-\-v)=:tpv, 

done 

(p(± 2n{a — a J + ^?) = (p(± 2n^{a — a^) + v) 

et de la 

(p(v i 2n{a — « J 4- 2n^{a — a J) = (pv. 

En general on aura 

fpV=(p(v-{' 2w(« — « J + 2//i(a — ««) + 2??2(« — «,) "h • • • "h 2»«^i(a~ ««)) 
91, 9t^, 7?a etc. etant des nombres quelconques entiers positifs ou negatifs. Oubieu 

yr=f/(/j-}-^//a-f-2Wiai4-2w3a2 4" • • • + ^^^m!^m) 
oil w-f"^i+''«+ ... + W|^ = 0. 
Si Ton suppose que (p{k)=0, on aura, eu faisant v=zkj 

On peut done trouver une infinite de solutions de I'equation 

(p{x) = 0, 
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si (p{k) = Oj savoir a;=A:-j-^(na4- ^i^i + • • • + w«a») 

On peat aussi troaver une infinite de valeurs de or, qui rendent q>x infinie. 
En effet il sufFit poor cela dans I'^qnation 

de changer y en — et chercher ensnite par la m^thode pr^cedente l^s valeurs 

de X qui rendent 2:=0. 

Pour ^claircir ce qui pr^c^de je donnerai un exemple. 
Soit /y=l, t/;y=l— y*= (1— y)(l+y), on aura 

done y = sin x = ^x. 

Dans cetexemple on a a=l, «!=!, a= -5- «! = — on a done 

m m 

9(-|- — «') = v(-|- + «') 
9(w — v) = qpt>, yiJ = (fi^-^tlvC^i 0=9)(;;twjr). 



IX, 



- \ 

Sur une prapriete remarquahle d'une classe ires etendue de fonctUms 

transcendantes. 



I^oit y une fonction de a;, determinee par I'^quation 

^ et ^ etant deux fonctious enti^res de x. 

Soit de m^rne 

frydx=ztvyj 
on aura en differentiant 

or t . -— = — Jy, done 



Cela pose, solt v = , on aura 

X — a 

dt 

- s 



')+'-^- 



ds 



s—a (jr— a)« 
on r— 'f'^—f'' ?^ 

en faisant t'=.(px et S'=.fx. 
Or on voit sans peine que 

9J _ 9a 9'a ■ 9*g q)^a /j — g^-l- y"° /;r_„\« 4. 

(x-«)« — (7=^^^;r-fl^^~+ 2.8 A* *'^^^2:374^* «)+••• 

done on aara 



od 



d'ou Ton tire en maltipliant par ytlxy et integrant 

vty =-ifa J*j0^^ - fa -f-^ ^jRydx. 

* 

Cela pose, soit z = i-^ , on aura en differentiant 



da 

done en substituant 



J(s—ay' 



cty=- — (pa. -^ — fa.z-^fRydx. 
Soit z=qpj on aura en substituant 

Soit (pa. ^-^-fa.q^zOy on aura 

^=tf;a en fi^isant y == v;;r 
et IRydx '^^=2(pa.ypa.^ 

done p^ffJL:^ .dx.da-fp^. -i?-, 

done 

. /jf!fj \f.'x.(px/^ —=zff. — '^^.dx da . . . (1> 

^a •/ s — a •/ (a — s)^a.^ /•/ <pa.^a ^ ' 

oil Ton a 
n^\(p-a-ra^{\ip-a—\f-a){x—a)^{-^ip-^^ 

Le second membre de Fequation (1) pent, comnie on ie voit, toujours ^re 
developpe en plusieurs termes de la forme: 

En fais&nt (px = a 4"«i^"4" «*^4" ^r*^ 4" • • • 
et /a: = /?+/?i^+/?^H-/?r»^ + ..- 
il est facile de tronver 

done on aura la formule generale: 

II faut remarquer que les integrates par rapport k x doivent ^tre faites 
depnis une valeur de x qui reduit k zero la fonction "^x . fpx^ et celles par rapport 

& a depuis une valeur de cette variable qui reduit a zero la fonction —, — 
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La fonction y=z\pa: etant d^terminee par I'eqaation 



y.fx+(pa:.^=0, 



il est clair qu'on a 



/ »fx 



dx 

y— 



done y est de la forme 



xpx 



{s — 5)™.(jr — Si)*"' • . • 

971, 99ii, etc. 6taDt des nombres positifs moindre que Tanite. p est one fonction 
rationnelle, qui s'evanouit iorsque tons les facteurs de q)X sont in^gaux et en 
m^me temps le degre de fx est moindre que celui de q)x. 

Supposons maintenant qu'on ptenne les int^grales entre deux limites de :r 
«qui rendent egale k z^ro la fonction (px.^^^Xy on aura 

Jl:^^^^ —ri^aS{{n+l^ . . (3) 

Si Ton donne de m6me k a une telle valeur que --, — devient egal a z^ro 

on aura: 

0=S{{n^l)a^,^—p,,,^^^)fx\ypxdx.J^-^^ * (*) 

II y a un cas remarquable qu'il est important de considerer k part, savoir 
eelnl oii 

on a alors \px=y = 



v/(9j:) 

done ^=—1 _2:^_. 

L'^quation y.fxA-q>x. ^ = devient done 

dx 

fx — ^(p'ar = 
done fx:=:^q,*x 

et /?~=l(wt+l)««+r 

L'^quation (2) devient done dans ce cas: 

Pour verifier cette formule dans un cas particulier, soit qp:r=l — :r*, 
on aura a=l, ai=0, oi^=: — 1, 
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^ ^•/(jr-ii)v/(l-*«) ^ ^ ' J (ax 



da 



(as) v/(l-fl*) 



0, 



ce qui est vrai, car on a 



J(a 



(x-a) •(!-*«) 
da 



1 . /gJ-1 + •(!-«')■ v/(l-f')\ 

2/(l-o«) * ®Vajr— 1— •(!— a«)V(l— *»)/ 
, /gx-l + •(l-a')V(l-j«) \ 



t-*)V(l-o*) 2/(l-x«) "Vox— 1 — •(! 

Si I'oh fait (pa?=(l — a*)(l — «»«•), on a' 

a = l, ai=Q, cfa= — (1 + c*), a,=0, a^=c*, done 



l/^((l-a«)(l— c«fl«).y! 



•/; 



s^ds 



x-a) i/Kl-x'Xl 
/» da 



_^_K((l-^)(l-^:r»)>^- 



</a 



'/. 



<ir 



A 



x)v/[(i-««Xi-«*«*)] 



V/[(l-jr«)(l-c^jr*)] •/ \/[(l.a«)(l-c«a«)] ''•/ /[(l-x^Xl-cS^jr*)] •/ /[(l-aSiXl-caa^)] ' 

Cette formule contient implicitement les propri^^s remiurqaables des fonc- 
tions elliptiques que M. Legendre a donnees dans ses Ex. de' calc. int. T. i. 
p« 134 et sq. 



Tone secoid. 
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Jm.i 



Extension de la thiorie preeedente. 



9oit y ane fonction qui satisfait k T^quatian 

s^ ^19 s^.. . etant des fonctioBS entieres de x. 
Soit de m^Bie 

on aura en diff!§rentiaiit: 

^=^.,+(.+'^).g+(..+*.)g+...+(«>,+%J)S^?+»-S.- 



done on aara en substituant et egalant ensuite k zero les divers coefFiciens: 

dv 






s,t 



dx 
Ix 



V 

De \k on tire ais^ment 






, rf(<«.) 



«'^-,— *^.* J- — I — 1^— 



— r=s.t 



Cela pose, soit t=. ; et supposons qde 



• • • 



(2) 



s — a 
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»» 



X — a 

''' = ^+«' > (3) 



»'— I 



« — a 

X — a 

^\ ^\ 9 ^ s 6tc. £tant des constantes et iff, i?^ , /2« • • • des fonctions entieres d)e 



:r, il est clair que j'^ est la m^me foncticm de a que ^^ Test de x. En -diffe- 
rentiant on troavera 



done la valeor de — r devient 

en faisant q=:H H^ H — ^-^^ — • • • + -i 

Cela pose soit 

on aura en difierentiant par rapport a a 

d% P yds 

da J (j-a)* 






dla* •/ (*-o) 



«^« ri^\\ \ P y^ 



or en multipliant la valeur de r par ydx et integrant, on obtiendra 
en faisanl poar abreger 

8 * 
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On a done I'^quation suivante en z 

— X'—f^ydx^s\z+s\.^+s\.^ + ... + s^^.^ (5) 

Supposons maintenant qu'on eonnait Tintegrale complete de I'eqnation diff6- 
rentielle qui determine la fonction y^ et soit 

cette integrate. On trouvera aiors, comme on voit sans peine^ 

oil y^fji est la m^me fonction de a. que y^^ Test de ar, et /i^, Pa • • • ^^^ fonctions 

» • 

rationnelles de y'^, y'^ ^'. • • • et de lenrs diff^rentielles, et des fonctions enti^res 
^'^ X' -hS^y^ ^^ '^ forme 

On a done: 

Quant aux quantites d^, 0^9 ^t^* ^^ P^^^ remarquer qu'elles sont determi- 
n^es par les Equations suivantes : 

(7) 

Les qaantites 0^ . 0,, d, . . . sont done des fonctions de a seal. Poor ap- 
pliquer ce qui pr^c^de, sapposons m = l et »t=2. 
i. Si »i=l, on aara 

— i=y^.e^, done e^=— — -, 

de mdoie 

X = *i^y = -^i^ , X' = X en supposant ;fo = > 
done r^quation (6) deviendra 
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c'est-i-dire 



la mdme equation que I'^quation (1) du m^moire precedent 
2. Si 191=2, on aura 

d'on Ton tire 

fi y« A y^i 



Or des deux Equations 
on tirera 

^» rfa« 3fi- ^« -r ^^V^«- ^ Jfi- da) ^^ 

done 






3'a- rfa ''^^ da 

par consequent: 

/JJL da fSl^^ 

On a de m^me 

% — vy^s^t.^l 

et *a.<=-i^ + A, done 

X — a 



2 



L'eqaation (6) deviendra done dans ce cas 

r da Z^** /• da /^^* 






2 



+*vi-/^.*..«-^ V.-.'.-^ /-^ «;./-%. 



ou bien en faisant 



[('- ^> + *.' *] ~a^ (A-.= ^a+ (^'a 



)' 



i*! Po 1 9t _ Vo 



et x<z= -n. tLo — |. 



s^—a *p— a^^(*i— a)" (jr^— «)»' 
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+*v../^-^-y.....A 



</a 



s 'o — « 



Si Ton suppose ^^=0, ^^=Opoiir x=x^ et ;r=:ro, on aura la fonnule: 



Dans la formule (8) on pent faire y=K(p4-K(p*+j'"))4--; 

Soft z=if(~^ I 2i«— 4- ^"i-L. Hif^ + . . . -I- ^"'•'*"'^ vdx 

ttj, or, . . . a« etant des fonctions de a, et cherchons s'il est possible de faire en 
sorte que z satisfasse k Tequation 

En differentiant Fexpressfon de z par rapport k Oj on aura 

AT—J \*-a + (x-a)« H F=^p 1 (i=^p |-..jy'«^, 

done en snbstitaant : 

frydx = x* 



^ s—a ('—«)• (x— o)» 

[pa,n(«-»+ ^)y^ T«,r(m+1) . 

(jr— «)" (*— a)"H-i ' 

or on a vn que 



etc- 
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On a done les equations suivantes: 



done 



ou bien 






« *'■ _ P « —i^btL 

"^i* 5^^ 9n ~f~ * • (Kh-i 2 — ' 



CD faisant pour abr^ger =r d. et 

T 7 

De 1& on tire 

«H-i — ^H-i"r *'«»+« ^~' 

done 



.^«*.+.*^. -i- (^- * >^- j..^- ^+ 



Comme on a ^n-f-l £t{uations et 97i-f-2 ind6tennin6es, on pent faire e 
eonstant; alors on a: 

II est elair que a» est de la forme 






+ ,\d^-%,..^ + 






+ etc. 



da '^ da^ da* 
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En faisant n=0, on aura 



da 



da* 






rf«8, rf»5. 



da* 



da* 



Cette Equation determine la fonction ;'. 

En substituant au lieu de d^ sa valeur — -^ : 

T 

tion lineaire en w. 

Ayant ainsi tronv^ tontes les inconnues, on a 

d'oo Ton tirera la valeur de z. 






±d^m 
~~i ' 



^'».(o, on aura une equa- 



Tome second. 



9 



XI. 



Sur la comparaison des fonctions transcendantes. 



f 



l^oit y ime fonction algebrique qnelconqne d^terminee par I'eqaation 

a, ccj, a^ • . . ^tant des fonctions enti^res de x. 

Soit de m^me 

= 9^ + 9^i.y + 9^2y* + 9^8y + v- + 9^-.i%y*'' (2) 

?' 9\y 9^ ^^^' ^tant des fonctions enti^res de x et d'un nombre qneIcont{ue 
d'antres variables, savoir ies coefiiciens des diverses puissances de x dans ies 
fonctions q^ q^^ q^^ etc. Soient cLy a^\ a^^ a^. . . ces coefiiciens. Cela pos^, 
on pent tirer des deux equations (1) et (2) la fonction y exprim^e rationnelle- 
ment en x et en «r, a^, a^ etc. Soit r cette fonction, on aura 

y = ^ (3) 

En substituant cette vaieur de y dans Tune des equations (I) et (2), on 

aura une Equation 

^ = (4) 

s 6tant une fonction entiere Ae x^ a^ a^^ a^.. . 

Cette Equation donne x en fonction des quantit^s fh a^^ a^ etc. En difl<6- 
rentiant par rapport a ces quantites on aura 

la caract^ristique c/' etant uniquement relative aux quantites a^ a^^ a^ etc. 
De \k on tire 

, d'8 

ax = ; 

a) 

et en multipliant par f{y^x)^ oh f d6si^e une fonction rationnelle de y et x^ 
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f\y.x).dx = -j^.d's (5) 

Vds) 
oil on a mis r au lieu de y dans le second membre. 

On anra done, en d^veloppant la diffi^rentielie d% une equation de cette 
forme: 

f{y^x).dx=^(f{x) €fa4-g)i(;r).€faj-}-9),(^).ifaj + • . . (6) 

^(;r)j q>^(x) etc. 6tant des fonctions rationnelles de x^ a^ a^y a, etc. 

Ceia pose, soient x^^ x^^ x^...Xn les racines de Fequaiioh ^=0; on 
aura, en substituant ces valeurs au lieu de x dans Yeqastion (6), n Equations 
semblables qui, ajoutees ensemble donneront celle-ci: 

(vi^i) + V(^2) + Vi^z) + • • • + Vi^n)) ^da 

+ (V^i^i) + V%{^%) + V%{^t) + • • • + ni^n)) . da^ 
+ etc. 
c'est-a-dire ' 

f(lfi>^ih^i+f{y%9 x^.dx^ + .. .+f{yn, Xn)dx^:=iR.da'^ Rydai+ R^.da^+ .. 
oil Ry j?| , j?3 . . . sont, comme il est ais6 de voir, des fonctions rationnelles 
Ae Oy a^y a^. . . 

Maintenant le premier membre de cette equation est une differintielle 
complete; le second membre est done aussi immediatement integrable. En de- 
signant done 

/{R.da + R^da, + R^^ + • • 
par (>, il est clair que q est une fonction algebrique et logarithmique de 

On aura done en integrant et designant 

ff{y,x).dx par ^^(ar), 

^p{x,) + ^^{x^+^p{x;^+... + ^\){x:i = C+q • . (7) 

Cette equation exprime, comme on le voit, une propriety de la fonction 
yp{x) qui en general est transcendante. 

Les quantites x^^ x^j x^...x^ etant des fonctions des variables inde- 
pendantes a, a^ , a, . . ., il est clair qu'on pent, en supposant que le nombre de 
ces variables est /i, regarder un nombre /t des quantites x^^ x^, x^.. .x^ com- 
me indeterminees, et les n — /i autres comme des fonctions de celles-ci. On 

peut trouver ces fonctions de la mani^re suivante. 

9* 
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Soient or^, x^, x^. ..x^ donnes, et faisons 

/!= {X OTj) (X X^ (X OTj) . . . (X Xf^)y 

on aura, en divisant Tequation ^ == par p^ one equation 

dout les racines sent les quantit^s ^^^^ , x^^ • • • ^m* 

Dans cette equation les coefficiens contiendront les quantit^s a, a^y c^ 
. • • ^^-19 ^ f^ut done exprimer ees quantit^s au moyen d^s quantites x^^ x^y or, 
.. .Xn* Cela pent se faire de la mani^re la plus facile en mettant dans I'^qua- 
tion (2) au lieu de x successivement x^j x^^ x^. . . x^. En effet, on obtiendra 
alors fi Equations lin^aires en a, a^ , a^ * * * ^fi-i V^^ serviront a les detenniner. 
En substituant ensuite ees valours dans I'equation ^'=0, on aura une Equation 
du degre n — ju, dont tons les coefficiens sont des fonctions des quantites 
x^y x^y x^...Xf^\ par cette equation on pent done determiner les fonctions 

II n'est pas difficile de se convaincre que, quel que soit le nombre /i, on 
pent toujours faire en sorte que n — fi devienne indepeudant de (i. Au moyen 
de I'equation (7) on pent done exprimer la somme d'un nombre quelconque de 
fonctions de la forme ^^x par un nombre determine de fonctions de la m^me 
forme, savoir 

i^(;r^)+i/;(arj + . . + ip(a?^)=C+() — (tp(^J + V(^«) + V(^») + • • • + V(^r)) 
en faisant 0:^^ = 2:* et n — fi = v. 

On pent determiner la fonction en donnant k chacune des quantites x^ , x^ 
.. .x^ une valeur particuli^re. Alors la formule devient: 
V(^i)+tf;(ar^ + • • • + V^i^f*) = P + V^{^^) + V^(^^ + • • • + VW j 

— Q'— ^p{z^) — xp{z^ —... — ip{Zy) \ ... (8) 

en d^signant par z'k la valeur de Zk lorsqu'on donne aux variables x^j x^...x^ 
les valours x\y x*^... x^^. 

Dans le cas oii fi est plus grand que v on pent trouver une formule 
beaucoup plus simple. En efiet supposons qu'on ait entre les quantites 
x^^ x^...x^ les relations suivantes 

on aura aussi 



69 

on bien 

Parmi les quantit^s x^j x^...a:^y fi — v sont des variables independantes, 
les autres sont des fonctions de celles-ci, determiu^es par les ^qoations (9). 
On pent done faire 

tf/(^V+,) = 0, i;;(ar'^+,) = . . . i/;(ar'^) = 0, (10) 

et alors on aura - 

V;(ar J+ V;(arJ + . . . + ^{x,,) =q— ()'+ VK)+i/^(^J + • • • + M^r) • (**) 
"Les qnantites x^y x^j x^...x^ sont li^es entre elles par les ^qoations (9), 
mals comme ces Equations contlennent [i-^-v ind^terminees, savoir 

il est clair qu'on pent regarder les (i t{uantites x^^ x^^ x^...x^ comme varia- 
bles. Les qoantit^s x'^y x'^j x*^... x'y se determinent par les Equations (10). 
Poor cela soit 

^fc==9*(^i J ^^9 ar, . . . Xiu)j 
on aura les Agnations 

^j=yj(^j 9 ^2 • • • ^^)j ^t^^^Vf}P^l9 ^% • • *^ft) • • • Cy^=Z Vy\p^i9 ^a • • • ^^) 
C^ = y l(^l > ^4 • • • ^fih ^%^^^V%\^1 9 ^^ • • • ^^} • • • Cy = 9'»'(^j 9 ^31 • • • ^fi) 

Or les Equations (10) donnent 

X'y^ p^f X y^ — P^ • • • ^^ =2 rfi^-^9 

en snbstituant done ces valours, on aura les v Equations suivantes: 

9i(^i 9 ^» • • • '^^) = 9i(^i > ^, • • • ^^9 /*j> /*«••• /V-»') 

.9»(^i> ^a---^iw) = 9,(^1, ar'^ . . . -ar'y, fi^j /*,••• /*/«-f) ) • • • (12) 

9>'(*^i > ^t • ' • ^z"*) ^^ 9>'('^i > ^a • • • ^^9 Pi > p a • • • A*->'/ 
qui donnent les valours des quantit^s x'^^ x'^y x*^. .. x*y. 

Ces Equations sont tr^s compliqu6es ; il est plus simple d'employer la 
m6thode suivante. 

£n supposant dans I'^quation (7) » = ^ -}- y et x^^^ = ^^ > ^^u+i = c^ . . • ^n=^y9 
cette Equation deviendra 

ou les quantit^s x^^ x^...x^ sont liees entre elles par lea Equations suivantes ; 

0(:rJ = O, e(arj = 0, 0(arj = 0. . . O(ar^) = (13) 

o(c,) = a, o(cj = o, e(^,) = o-.-ft(€v)=o (W) 
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Cela pose, si Ton fait x^=zx\^ x^ = x^^. , . Xy=zx'^ et arV+i=/?i , 
x'y^tssfi^ . . . x'^±=±^f^, on aura 

^ =—(>' + vW + v^{^2) + ••• + V'C^V) 

oil x^^j ^'2 • • * ^V sont determines par les Equations : 

e(a;g=o, e(ar^^)==o, o(:p',)=o...e(:p',,) = o (15) 

e(/?,) =0, o(/9,)=o, e(/?.)=o...o(/?^)=:0 (16) 

0(^J=O, 0(^J = O, O(^3)=0...e(r^) = ^(17) 

B^si^ons maintenant la fonction s par 0^(^), il est clair t{u'on anra'anssi 

«x(^*) = 0, 6,0?.) = 0, 6,(^,) = 0, 
pourvu que a, a^, ^^ • • • ^^i soient determines par les equations (16) et (17). 

On aura done 

0,(r) = {x — x^^{x — xi'^{x — ar',) . . . (ar-— arV) 

X{x — c^{x — ^^)(a: — r,) . . . (a: — Cy) 

En divisant Tequation 0,(^) = par ie produit 

(^— /*iX^— /^a) • • • iP^ — P(i-y)i?^—^i)ip^—^%) • • • (^— ^^i')* 
on aura une equation du degre v dont les differentes racines sont les qilantites 

M^ ^ • M^ • • • Mf y 

t 

Dans ee qui precede il faut l^emarquer que si plusienrs des quantites 
/^i9 /^a ^to* soi^t egales, p. ex. si 

on aura, au lieu des equations 

Oi(/?x) = 0, e,(/?,) = 0, . . . e,(/?,) = 0, 

celles-ci 

e,o?j = 0, e\(/?,)== 0, e\0?,) = o . . 6^^>(/J,) = o. 

La meme cbose a lieu, si queiques-unes des quantites x^^ x^...x^ sont 

egales entre elles. 

* 

Ayant ainsi determine les quantites ar'^, x\^ x\...x'y en fonctions de 
c^j c^j c^...Cyj il est clair qu'on pent regarder ces quantit^s comme des va- 
riables et determinees par les Equations (13)et(14). Les quantit^s^r^, a:^...a:^ 
deviennent alors independantes et x'^^ x'^. ..x*^ des fonctions de ces variables. 
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Application de la theorie precedente. 
Je vais maintenant eclaircir la theorie precedente par plasieors exemples. 

Solt = a 4" ^1^- 

Dans ce cas on a m = 1 et par consequent I'^uation (2) devient . 

= y = a + a^x + o^x^ + . . . + ««^i^«^^ -f- a^ = ^, , . ^ . (18) 
d'oii Ton tire en diff(6rentiant 

\ds) 

En d^si^ant done Jydx par ^{x)y T^ation (7) devient 



y^== ---— 1-— ^^-'-- "— ^ (19) 



on 



^) (^) (^) C^)]*' 

Comme le nombre des ^autites x^^ x^, x^...Xn et celni de celles-ci 
a, a^ , ^2 • • • ^^1 est le m^me, toutes les qnantit^s x^^ x^. ..x^ sont des va- 
riables ind^pendantes. 

De r^quation que nous venous de trouver, on pent d^duire deux formules, 
qui seront d'une grande utilite dans ces recherches. 

Soit d'abord y = x^j on aura 

fydx=.^=z^{x). 

La formule (20) deviendra done 
\={x^^'+x^'^^+...+x^^^)=z—/{P^.da+P^t.^^^ 



m+1 

en faisant pour abreger 

\ds^J \dx^/ \dx^J \ds.y 

Maintenant le premier membre de i'^quation (21) pent s'exprimer par une 
fonction rationnelie et enti^re des quantit^s a, a^, a^...at^i. En d^signant 

done cette fonction par — - Qn^u il est dair qu'on aura 
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m+l \ i/a* /* 

En faisant 991 = on aura P* = — {j^^J • 

Or jp^ = ar^ + ^« + ^t + • • • + ^« = — «»-i 

La fonction j^^ ne contient done que la variable a^i. On aura par con- 
sequent Po=Oj Pi—Oj P^=^0...Pn^2—0j Pn^i = i. 

1 
Soit maintenant y = -r r- » on aura 

done -Ip. (- ^— , + 7 ^r=r + • • • + 7 ^=ri) 

—f{Pj^\da^Pj^\da^+Pj^\d4i^ + ... + Pj'^^^da^,)^ 
en faisant pour abr^ger 

PJ*) — ^' + ^« +->+ ^" . - 

Si I'on fait 

on aura 

m — 1 \ dak / 

Si m=:l, cette equation devient iltusoire; or dans ce cas on a 

yyrfr = log(ar— a), 
done si Ton fait 



on aura 






a* 



Dans Tequation (20) la fonetion q est en g^n^al une fonction logarith- 
mique et alg^brique, mais on pent toujours etablir de telles relations entre les 
quantit^s x^y x^ etc. que cette quantity devienne ^gde k zero. 

En effet soit 

on aura en diff^rentiant 
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done 

-y^ = -Jars ' 

\dx) 

(> 6tant en general une fonction enti^re qui s'evanouit lorsqfue le degr^ de a est 
moindre que celui de a^. Dans ce cas on a done 

V(*x)+VK)--. + ^(^") = ^- • (23) 

Les quantites x^y x^y x^. ..x^ sont li^es entre elles par les eqoations 






9('i) 






oil Ton a fait poor abreger 

a^=iq>{x) et — {d + d^X'\' d^x^ '\' . . . + d^taf^^) =^ f(x). 
En faisant dans Fequation (23) a:^ = ar*^ , ^a = ^'« ^*'^' ^'^ ^^^ 

^(^i) + ^K) + • • • + ^ip^n) = V;<ar',) + t/;(a:'^) + • • • + V^ W- 
Dans cette equation on pent regarder d, ^^^ etc. comme des variables; par 
cons^qnent on pent regarder x^^x^^x^... comme des variables independantes, 
et faire en sorte que '^{pi^^ = 0, i^(ar'^i) = . . . . ''^(^'^+1) = 0. 
On aura done la formule 

Soit par exemple «=1, a^z=.Xy on aura ip{x)=i — = log or, 

d = ( — 1)^+^. x^ .x^.x^. . . or^+i 
^= (— 1>"+^ x\ . or'^ . ^, . . . x'f,^i ; 
done si Fon fait x\z=ix'^ = . ..=z ^'^+1 = 1, on aura 

par consequent 

Jog (^J + log(;r J + . . . + log (a;^^.i) =^log (a;^ .or^.a:, . . . or^+i), 
comme on sait 

Soit maintenant a = 1, a^ = 1 + ^^ on aura 

73j{x) = are. tang (x). 

Tome 5econd. ^Q 
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arc, tg. (x^) + aic. tg. (x^) -\- arc. tg. (a?,) = C; 
done ' x^-\-x^+x,—x^.x^.x,=S ) .ggv 



Soit, pour determiner C, x^-=.'ji' ,x ■:=■ — ar*^, jrj=ar'j, on aura 

C=arc tg.(j;'J, a;'^+x'^(arg»=(J, l + (arg*=-(J,. 
Des deux dernieres equations on tire, en eliminant x'^^ 



or les equations (25.) don^ent 









done en substituant on aura 
arc. tg. {x^ + arc. tg. {x>^ + arc. tg. (a:,) = arc. tg. (-fi±^tfi=fif^^) 



Pour, trouver ]a valeur de dq^ il faut, selon ce qu'on a vu, exprimer en 
fonctions de it^ a^ ^^... des fonctions symetriques de ar^ , x^..^x^ de la forme 

\dsj \dsj \dsj 

mais eomme eela est en general tres laborieux par les m^thodes ordinaires^ je 
vais developper quelques forniules qui sent d'une g1*ande utilite dans ces re- 
cherches, et qu'on pent deduire de la theorie precedente. 

Soit dans ce qui precede y une fonction rationnelle f{x\ on aura an = 1, 
et par consequent 

d'oii Ton tirera en diff^rentiaint 
done V^quation (20) deviendra 
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ou 



\ q/*, 9/*, ' ' 9'x, / 



' 1 \ 9'*i ' 9'xa ^ ' (fi'x. / 
+ 

^ ^\ (p'jTi ^ 9'Xa ^ T^ 9'*. / 

Cela pose, soit 

Jfx.dx=z \f)x + SA. log (j: — d), 
on aora 

p = t/;(ar J + i/;(j? J + . . . + v(ar«) 
+ ^A log (ar^ — d) {x^ — d){x^—d)... (Xn — d). 
La quantite ip(x^)-\-f{x)-\-...-\-'\p{x^)est une fonction symetrique de 



,} •<'a> ^i'-'^ni on pent done exprimer cette fonction par une fonction ra- 



•t_ « •t^. 



tionnelle de a, a^, a^ . . . ««• Soit /? cette fonction. La quantite {x^ — ^){^^ — ^ 
. . .{x^ — d) est la m^me chose que ( — 1)*. -?Li ; on aura done 



d'oii Ton tire 

dp dp 



dam da 

on aura aussi 



dam ~ L98 ' \damJ a. * \ da^r 



dp /^\^J^\ 

dam 






done (p^=lL^+i«p. + ...+ 

dom L 90 V aa» / a« V dam /J 

or -li?— = ^j done 

x^^j^ . ^,"./x,j2 , ^.'»./.r.^_^ ^^+^jL(.1 + 1) ... (26) 

9'*! ' 9'j, ' ' 9'x. rfa. 9S ' o, ^*-^»' ^ ' 



»• 



Le signe + a lieu, si m = n, et le signe — , si m < w* 
Si Ton fait m = 0, on aura 






9'jri * 9':rj 9'jr» </« 98 

10 



* 
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De Tequation (26) on tire aisement celle-ci 

9'jri "T" 9'*j "•" 9'*, T^ • • • T^ ^,j.. 



At)-^-m-^W--<m-<^ 



. Oil F{x)=zp+^^x+p^x^+ . . +./9.:r*. 

En faisant fx=i, on aura ipx=zx, done 

done 

i^(x,) , Fjs^) , » ^(^0 ^ fi>-» _ _P-^-_L . 

9'jri *^ 9'jr2 T^ • • • 1^ ^^^.^ ^^ (^^yi 

II suit de la que 

-£1!!.+-^*::^ + .. +-f=::-=o,. (28) 

si 971 est moindre que n — 1 ; 

que fi!:i+£«rL + ... + f^ = J- (29) 

Si Ton fait fx=i r- , on aura p = Oj ^ = 1, done 

' s — 

F{s,) ■ F(s,) . , J^(x.) _fi. _2^8 . . (51) 

(jr^ — 8)9'*, ' (*a— S)9'Jf« ^ ' (x.— 8)9'jr. a. 98 

De cette equation on deduira en differentiant m fois de suite par rapport a d: 

(*i— 8)"+'.9'Ji~(x,— 8)"+^9'Xa~*"'~ (x.— S)"H-i.9'x. T(m+1) {db)" ^ ' 

on bien en developpant le second membre de cette equation 
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^^•^^Mirfs^ •^'^+'"--(rf8yi^; -^+-+ 1:2.8... (m-n) • -(^F* Wr^'. 

Par exemple, si m = 1, on aura 

^■(x,) ■ J'(x,) , , F(x.) _J"8, F8.9'8 

(x,— 8)«.9'x, ^ (xj— 8)«.9'xa ^^ ' * • ^ (x.— 8)«.9'x. 98 ^ (98)« 



xn 



Sur les f mictions generatrices el lettrs determinaTUes. 



\3o\i (f{x^ y^ 2: . . .) une fonction cpielconque de plusieurs variables x^y^z. . .^ 
on peut toujours trouver une fonction /(?/, ^9 j' • • •) teUe que 

y(ar, y, ^ . . .) rrry^^^^+^+'^—./^M, v^ p . . .).dudvdp ...... (1) 

Dans cette ^q[uation j'appellerai 9 la fonction -g^neratrice de f et f la 
determinante de 9, et je ferai usage des significations suivantes: 

(p{a:,y, z...)=fgf{u, v,p...)\ , ^ 

f{u, v,p.. .)=zD(f{x,y, z . . .)) 
Cela pose^ considerons d'abord les fonctions d'une senle variable, et soit 

(fX r=zJlE^*.fv.dv (3) 

on aura ipx=.fg.fv\ . 

fv = Difx] ^ ^ 

Soit de m^me ^>^x^=.J^.f{o.dv^ 

on aura ^ix + ^>^x '=ije^{fv + f^ dv ; 

done D{(px + 9i^) = A^ + A^ 5 

or fv = Dq)X^ f{o = D(f^x^ 

done D{(fX'\'q>^x) = Z^ya: + Dq>^x. 

On ,aura en g^n^ral: 

D{q>x -f- Vj^ + 9a^ + 9a^ + •••) = ^^^ + Dq)^x -j- Z^^a^ "I" -^9»^ "+•••• (^) 
done aussi 

f9{fv + f,v + f^v + ...)^fgfv + fgf^v + fgf^v + (6) 

D{ajffx) = aDifx 



upx) — au(fx\ 

afv) =:z afgfv] 



f9{ 
En mettant x^-a an lieu de x, on aura 

ip{x-\-a) ^^Jer. e" ". fvdv 

done Z>y(a:4-«) = «"''^?'^ 1 /ov 

fg{^e-Difx)=ztf{x-\-a)r=^fg{f'fv)\ 



\ 
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En different! ant I'equation (3) on aura: 

-^ =z=y^. vfvdv 

done jD( — ?£. J = ^fv = vDwx 

^''^ ,\ (9) 

fg{vfv) = fg{vDq,x) = -^ 

De la mtoe maniere on aura en diff(§rentiant I'equation (3) n fois de suite : 

done : 2? (~^^) =«'"•/«'= «>"• i?y a? ) 

De m^me: 

fy(7r^fv) =z fff{v'^Dq>x) =J'''(pxdx'' ) 
En prenant la difference finie de I'equation (3) n fois de suite, on aura: 

J\q)X =y^'(^«— ly.fvdvy 
en designant par a la difference de or; 
done : J? . J^^tpx = (c^« — l)" ./i; 

D.Sa''{(fx)={f^—Vr.fv^ ^ ^ 

fg{{e-^— 1 )-/«;) = ^„-qp;r^ 

On trouvera enti^rement de la m^me maniere: 

Soit en general 

S(^:c) = A.,„.^:^ + A..,..^^+ (14) 

on aura 

6{<fx) =^fc?". fv{An,a . i^'C" 4- An-^- .ir'.^"'+...)dv, 

done D((i(px) = fv . (^^„ . ^e" -\- J,.,„. . »"' . e"" -}- . . .)• 

Soit 4.,„.«j-«"« + J.,^..?>»'.e''«-j-... = V(y). . .' (15) 

on aura D{dg)x)=i'^i{v).fv = fp{v).D(px (16) 

Soit de m^Die -^(^i 9^) == 'V i (*') • -0<]par 

D(d^(px) =xi>^(v).D(pxl ^y 

D(Sf^q>x) = ■Wft{v).D(fx 
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on trouvcra aiseinent: 

D(dd^(px) = \\){v) ."^^{v) .fo 
D{8d^d^(fx) = ii){v) . y\)^{v) . ipjivy.fv, 
et en general 

D{d8^d^ . . . df/fx) = '^{v).^^)^{v).^pJ^v) . . . \p^{v).fv 
done aussi D{d''(fx) = (i/;?;)". Dtpx 

fg{{}pv)\{\\)^vYi . . . (ipf/vyfi.Dfpx) = d^d\^i . . . d^Vyar 

Application de la theorie preeedente. 

La theorie precedente des fonctions generatrices est tr^s feconde ponr le 
dcveloppement des fonctions en series. 

Supposons par exemple qu'on veut developper (f{x-\-a) suirant les coefii- 
ciens differentiels de q)X. 

La determinaute de (f{x-\-a) est = ^"./V, et celle de '^^ =^t^.fv. II 
s'agit done seulement de developper e*'^ en termes de la forme A^.v^*^ or on a 

^.= 1 +..+_^. ..+ _^,.„. +...+ _r__ „.+... 

done 

En prenant la fonction g^neratrice de cbaque membre de cette ^qoation, on 
aura, en remarquant que 

fgie-.fv) =^{x + a) et fg{i>rfv) = ^, 

comme on salt. 

Supposons en general qu'on ait une relation quelconque entre plusieurs 
fonctions de la forme: {^v).{\\}^v) . . etc. compos^e de termes de la forme 

^»,», ,».••• »^ • (^^)" (^«^i)"' • • • (V^«^^) V 
et designons cette relation par 

SA^,^^^^^^.^^.{^vY (x^iv^Y^ . . .{^v^Yf^ = W 

En multipliant par fv et prenant la fonction generatrice, on aura 
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c'est-a-dire -S^4»,m.,m, . . . ^^.cTV'V' . . . (y^>(9)^^ = (20 

Cette Equation exprimera une relation g^n^rale entre les differentes ope- 
rations indiqu^es par les lettres d^d^^d^, ... 

ProhUme I. Soit d(px'=i(p(x-\-a)-\-a(fXj et proposons nous de d6ve- 
lopper S^q>x en termes de la forme A^.(f{x-\-ma). 

La determinante de qp(ar+a) ^tant ^^ .fv et celle de yar, fv^ il est 

clair qne 

Dd(fx =.(^« 4- d)fv, 

done Z)()"qpar= (^« -}" «)*-/«^; 

ayant de m^me D^{x'\-ma)'=.fr^\fv^ il faut developper (^"^ -}- a)" suivant 

les puissances de ^^; 

or on a 

done d"ya? = (t.^iX + w . cT"*. 9)(ar + «) + ^^^" ^ a*~*. ?j(^+ 2a) + . . . 
on a aassi ' 

done 

d*qpa? = y(ar4-wa)+way(ar+(» — !)«) + ^^ a*.y(j;-}-(y^ — 2)«) + . . . 

En faisant <i= — 1^ on a d^y^r = Jf^^tpx^ 
done 

Ja^(px=i(p{x-\-n<x) — nq>{x-\-{ji — 1)«)H ^^--^ .9)(ar-}-(w — 2)a) — .. . 

Probleme U. Soit ^yar = qp(ar -}-«)+ «9^^> tfiqpar = qp(ar4-«i)-}-«i9^ ^t 
proposons nous d'exprimer reparation d^^ par d^. 

On a Z>d>ar = (e^^+a)-./!?, Z>d*^<pa? = (^«i + fl J-./V. 

II faut done exprimer (^"»+«i)* en termes de la forme ^^(^'*-}"^)" 

Soit ^^i -}- a^ = y, ^« 4- « == ^> <>n aura 



a. a 



«• = (y— «i) ' = (^ — «) ; 



<t, 



M 



done y = «^-|"(^^ — «) " 

y -^ • -^» • ^ 9 

done d^j^^r = -ST. ^^. d~g:r. 
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Soit par exemple a^=za, on sl 

done 

ir^q)X = (Cj — a)\(px + w(«i — «)'*"^ ^9^ + >> («i — a)*"* ()*g)^ + • • • 

z 
En faisant ^^^=0, on anra d'*i9'^ = 9>(^-f-^^)> ^'^^^ 

si 11=: — 1, en aura 

q){X'\-na) = Jf^q>x-\-nJcr'^^>^ + ^ ^ ' ^^\x + • • • 

Probleme IIL Soit dyar == 9)(ar-|- a) — oyor et ^,g)a; = ctfx + A: --^ 

et proposons nous de determiner d^ par d. 

On a Ddyfpx = (c-j- Art;) . /t?, 

done Dd^^(px^=i {c -f- kvy.fv ; 

or Dd(pxz=i^^ — a; 

il faut done developper {C'\-kvY.fv suivant les puissanees de c** — a. 

Soit c-\-kvz=iyj ^" — a=:z, on aura 

2; = — Iog(z+a), y=c + — log(z+a). 

^ = [. + 1 i.g„+ -t C-f - 4 • ^ + 4- 5- — •)]" =^^-^ 

done d\fpx = SAJI^q>x. 

Soit €r=0, a=l, Ar = l, on aura d*q)xz=i—^; 

CUE 

done .^=:S'J«.^.>:r, 

oil ^4.z-= -^ (z— ^z«+ 1 z«- . . .)"; 

en faisant 71=: 1, on aura 

^=-^ (^(pj;— ^^(p^r+^^V^ — . . .) 
Probleme IV. Developper la fonetion ?)(:«? +«) en tennes de la forme 

Tome second. 
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On a D(p{x+a) — e^.fv et D . ^''^^^;^^^> = ^-/^ . if.fv. 

II s'agit done de developper e^"" suivant les puissances de v.eP^. Or on a 
(Legendre Ex. de calc. int T. 2. p. 234): 

b- = l + lb.vif+lb{lb—2lc).^^+lb{lb—3lc)\ -^^^4- etc. 
Soit 6=e", c=e^j on aura lb=:aj l€=zp^ done 

e'^=i+a.vel^'-\-a{a — 2p)^ |.a(a_3/?)* ^-^ |-etc. 

done 

I a(a— «ft)"-* i/"9(j +«p) j^ 
• •■•" 1.2.8...« rfi •"*• 

En posant ar=0, et ecrivant ensuite x au lieu de «, on aura: 

Soit (px-=:3if^j on a 9)(ar+Wj?) = (:r-}-WjJ)"*, 

done 9^"V+Wi?) = »*(w— 1)(»^— 2) . . . {m—n+ l)(^+w/?)"^, 
et par suite: 

1 .2.3. . .» 

Soit (px = log ar, on aura (f{x-\-np) = log (x -}- w/S) ; 

done 9<->(^+»/?)= ± '-^(.tn'M-""'^ ' 

done 

i.g(.+.,=.,g.+-i^+j.-^.^+i.^.(^)'+... 

Soit ar=l, on aura 
Soit a =2/?, on aura 

iog(3)=i+|(i)»+|4.(f)'+|4.(|)«+|4.(?)'+...+|i(^)""'+- 
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\ 

Probleme V. Developper ^a'cpx saivant les puissances de n. 
On a DJ*(fx = (e"" — 1)- ./» ; 

done DJ^ffx—fv (l 4-w log {f— 1) + -^ (logCe""— 1))* + ...), 

d'ou Ton tire en prenant la fonction g^neratrine 

4,>a:=9)ar+»^jr(Iog(«"«— 1)./V) + -^ ^<7[(Iog(«'«— l))»/t>] + . . 

Soit . ^(Iog(«"'— !)./«) = dyd?, 

on aara 

done Jc!^(px=i(px-\-nS(fx -f- — - . d*g>ar + 5—5- • d'y^ "}"••• 

Pour determiner dtfx il faut developper la quantite log (c^* — 1). 

On a log(c»'«— 1) = log (c''«(l — ^-^«)) =va — r^« — ^e-**« — i^""— • • • 
done 

dq)X=a . -J^ — q}{x — «) — ^^^(^ — 2a) — -y^PC^ — 3a) — ^(fi^ — 4a) — • . . 

En differentiant cette expression par rapport k a, on aura: 
d{d(px) = da (^ -f (p'{x — a) + (p'(x—2a) + qp'(ar— 3a) + . . .) 

Soit 

q>x -}- 9)(a: — n) -}- qp(a: — 2a) -}-... = d^ffx^ 
on anra 

2^90: -}- /?9(^ — a) -}- D(p{x — 2a) + . . . = Dd^tpx; 

done (1 + e-«- + ^^- + . . . ) /i^ = :r-^ = l>*i9>^; 

» 

done Z?d,qpj: = IJ^ = (1 + («""— 1)-') • Z'^' ; 

done d^tpx = yj; -}- ^a~^y^; 

done ^,9)'ar = q>'x -}- -^a"^ <P'^ ; 

done ^^ == g)':r + -S^ip'^r, 

uOC 

et (Jg^o: = a . y'ar -}- /J/a^aCjp'ar. 

Si Ton veut exprimer dyor par -^, il faut developper log Ce^" — 1) sui- 
vant les puissances de v. On aura: 



\ 



^«_l=^,a+J!J! + ^4-... 



11 
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en posant done 

log (a.i; + "o" ' ^* + • • • ) = '^8 ^ "+" *^8^ "+" « -^i^ + «*^2^* + • • • 
on aura: 

dq>xz=. fg (log v.fv)-\-\Q^a. {pX'\-a.A^(f'X'\-a^.Ajj}'x-\' a' . A^ff^x + • • • 

Probleme VI. Developper -j^ suivant les puissances de n. 

Ona Z)(^) = t>-> = /W(l + nlogr+^(logrf+...); 

done --?^ == qp^ -[- w • ^y^ + "v ^V^ "I" -^-^ ^V^ •+"•••> 

ou D{d(px) := log !;./«?; 

done 

On pent exprimer dey^or de pinsieurs autres mani^res. Soit par exemple 
log?; = Iog(l + 2;— l) = i2;— 1 — |(i; — 1)* + |(d— 1)» — ... 

on aura $ifx = d^(px — ^S^tfx + \dxVX — • . . 

ou dx^>x =i(p'x — q)x. 

Problbme VII. Developper ^ ^^^ suivant les puissances de n. 
On a ^ ^^^ = e'ywx -}- wy'^ + ' Z^ V*^^ -{- .. .j=z€'.xpx^ 

done /^tpor =z (l+/ii;+ ^^^^ t?» + ...)/«? = (1 + t?)»./V? 

Z>i^:r = /V;(l + n!og(l + t;)+4 0^8(1+^))*+ --O^ 
done i/;a? = q>x-\- ndipx -f- --- d*qpar -}- — —- d^qpar + . . . 

done ^!gl) = e-(g,:r + »dyx + -^()V + ^«J»yar + ...), 

OU Z>.dqp;r = log(l+«^) = ^ — i^ + i^' — ••• 

done fiifx = qp'ar — ^ ip^ar -}- ^ qp*'ar — ... 



Ona D.(p{x-\- a)z=:^.fv\ 

done D.(f{x-\' aY— 1) = ^^-^^.fv 



d'ou Ton tire 

D. <P(^+«1/-1)^^9(^-«1/-1) ^ eos M ./t^, 

Or on a, comme on sait, 

^ = cos (dv) — cos {2av) + cos (3av) — . . • 
done en multipliant par fv et prenant la fonction generatrice : 

1 ^^ 9(j+av/ — l)4-(p(j— at/— 1) 9(j:+2a/— l)+9(x— 2av/— 1) 



+ 



2 2 

9(x+8tt V^ — 1 ) + 9(^ — 8« / — 1 ) 9(*+4a\/ — l)+9(jf — 4a v^ — 1) 



2 2 

+ etc. 
on bien (px = 9>(a?+ ") 4" vC-*^ — «) ~~ 9'(a'-f-2a) — 9)(a: — 2a) 

-|- 9(ar+ 3a) + 9(* — 3a) — <pix-{- 4a) — ^(ar-r— 4a) 
-f- etc. 



Sapposons qv'on aH 

^(v)=^fi\v,t)dt, . (2i) 

et solt ^f){v).fv=zDd(px, 

on aura d'apr^s la definition de la determinante 

d(px =zj}f^. ipv.fv.dv 
c'est-a-dire dtpx =zfer'.fvdv Jf\v^t) . dt =^fdt .fel^'.fv . f\vjt) . dv 

Cela pos6^ soit fv.f{v^t) = 2> . d^tpx, 

on aura d^(px=j€f'.fv.f{v^i)dv; 

done d(fX'=ifdt.d^ipx (22) 

or on a D.d(fx-=jD.d^(fx,dt\ 

done ' D.Jdt.d^q>X'=ifD.d^(fx.dt\ ,^-. 

et fdt-fy(f{v^t))==f9ifdt.f\v,t))] 

Ces equations peuvent servir a exprimer d(px par une autre operation djq>x au 
moyen d'une integrate definie. 

On a par exemple 

•/<> e^^^ — 1 

done en prenant la fonction generatrice 
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On a er.e^^ . -i e^'.er^'^ . —1— = f e^^T'^dty 

1 — OLV 1 — a» J «' 

c'est-a-dire 

En multipliant par fv^ et prenant la fonction g^n^ratrice, on anra en re- 
marqaant que ' 

f9{^.e--.fv) == ^^^k^^. 

fg{€r^Kfv)=zif(x—at), 

= i^.q>{x — a£).dt; 
done en faisant a = et a' = — ^ 

/o 
J €f.(p{x — at)dt\ 

done en diff^rentiant par rapport a ^ et mettant — a a la place de a, 
en multipliant par da et integrant on aura: 

En faisant a=:0> on aura C= — / ^ yar; 

done 

et lorsque « = 1 

y'o;— ^9''a: + ^<p-'a? — . . . =y^''^_l_ (y(a:+^)— ya:). 

De 1& il suit qu'on aura: 

d(fx-=. f ^—^ — (tC"^ — — <p^)* 

On a ^^L^an-^r^Kdt 

OLV OLV J •' 

done en prenant la fonction gen^ratrice: 

ffp{x-\-iia)dx — J(p{X'{'Cca*)dx^=ia f tf{X'\-at).dt. 



ou 
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On a (Legendrc exerc. d. c. i. T. 11 p. 176) 



h dt . cos {avt) Tz _.^ 

+/• 2 



y'»h dt.c 
1 



done /•* *- . ?(^-Hq^/-i)+y(x-^a^v/-i) ^ jl ^^^ . «) 
Soit par exemgle (px = — on aura 






En effet 



Soit q)X=i — , on aura en faisant at=^z.sin(py x=LZ.coBq)y 

y(,+orf/-i)+<p(x-«</-l) ^ ^ cosno. 

2 



or 5:=}/^(a:*4-a*0> 9)=are. tang. (— )> dOi 



done 



cosf fi.arc. tang — - i 






.4 rf^ ^^-^--.-.^.-^-e ^y ^ 



Soit pap exemple w=^ on aura eo8^===j/^.±^=]/^(l+^7^^^^ 

done cosiitp _ cog|9 _ •tfjr4-l/(jr»-htt^^^)] , 

done fh_dt_ i/[x+v/(jr^+a^f«)] _ jc 



y«d fir 



l/(jr«+a»^») v^(2) /(jp+a) 



ot^ j^ _ ^ Jf 



On a 2; = = -- , done<= tangcp: 

C089 am 9 a 



on tire de la 



dt dsdf^ 



done 



1+t* a*.co8«9+jr*.«n*9 

«n (C08 ©)■ 

2^eos wqp = -i — ^2-^.coswg); 



dt ^^ OL (co89)".cosii9.f/9 

. 2"*.eOS WO) == r- . ^^ 7 a n I 5 

l-h/» ^ jr«-* jra.8in«9+a*.co8«9' 



done 



TC jr*"^ /• a (co8 9)*. €08119. 1^9 

2"' a(x+a)« 'Jo (^.•in9)«+(a.co8 9)*' 
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Soit a=^, on aura 



Tf 



TZ 



On trouve encore chez M. Legendre les deux integrales suivantes: 

>h dt.%\nat tz 






V tdt.Anat 



2 

It 



(1— e-) 



.e^; 



1+/* 2 

done on aura, en faisant a=zav et prenant la fonction gen^ratriee: 



yr 



l + «" 

nt 



«•— 1 

9(j:+(X^V^ — 1) — 9(jr — afv^ — 1) 



2 

2v/— 1 T 

En ajoutant on anra nne troisi^me formule 

'5 dt 9(jr+ot^v'— 1) — 9(jr — ot^v^ — 1) 



.q)(x^a). 



on bien en faisant a=i. 



ph dt 



W—l 



9(jr+^V/ — 1) — 9(jr — t^ — 1) 






TC 



(pX^ 



Soit par exemple 9);r 



2_ 

t 



2/— 1 2 

, f =;r.tang 9, on aura 
_ *'9 



<]p:r. 



done 



co8 9.8in9 
9(j:+fv/— 1)— 9(j:— fy/— 1) ^ 0O89^y g. 



«/4> 



2\/— 1 

g" ^9 
sin 9 



( 



sin n(pi 



(cos9?)"~*.fiinif(p 






xm 



Sur quelques integrates definies. 



o 



n a vn pr^cedemment qae 



n 



x*.8in*9+a*.co8«9 2 ' a(jr+a)» ' 

or (cosg))*=l+w.logcosg)-|--5- (log cos y)* + • • 

done 
(cos y)*.cos wg) = 1 -{-^-log COS 9 4" o" (O^S ^® 9^)* — 9^*) 4" s-s (O^S ^^ ? )'— 39)*(log cos g))) 

oil on a, en faisant pour abr^ger log cos y=^: 

r(m+i)~r(m+i) r(3).r(m-i) "^ r(5).r(m-»)"'" r(7)r(m-5) "*"**' 

or _f!_= 1 + n.iog ^£.+41. Oog-^y + • • • 

(x+a)» • ®jr+a • 2 \ ^jr+a/ ' 

done on aura 



n 



JL. _L. Clog JL_V = /• • f*=:*P 

Ainsi on aura: 



n 

2 * jra i/o x*.8in*9+a*.co8* 



il.J_ log -£_=/'' 1? 



9+a*.co8*9 
log cos 9 . 1/9 



8m*9+a*.co8*9 



Tome second. 



Jl. J_. Aog ^ Y_/- r[(logcog9)«-9«].rf9 

12 
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En faisant :r:=: a on aara 



n 

par exemple -^ • log ^ ^^'^Jo ^ * '^S ^^^ SP* 

Soit cos cp = V, on aura rfcp = ^. ■ ^ ^^ , done 

4 ""^ * Ji 1/(1-^*) 



En effet on a 

/•Viifa.log(^) 



1 jr^'iiir /•» (jr^-* — jcrH-^iiir . 









done / ^^*\y)'^^ — f^ ^ fVl:zIL\d ' 

J i/a-y^) Jo 1/(1-^*) Jo Vi-yV y- 



On a Z**-!^ • 9(^+'^/-l)+9(^-«*v^-l) ^^ y(a:+«). 
Soit yx = 0og ar)", on aura 



or on a: 



log(l+^«/-l)-lo6(l-^V-l) 
log(ar+«<K-l)=»ogar+log(l+^j/"-l)==log:p+ — ^^-^ ^ 

+ilog (14- ^ «') =log:r4-iIog (1+ ^ <>) -K-l.arc tang(^) 

= i log (^ + a'O— K— 1 • arc tang (— ) • 

ft/ 

Soit — = tang % on aura 

log (0:4- al^ — 1) = log a: — log cos (p — V — 1 . (p 

dt ttJP.rfq) . 
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done; 

n 



y,_ . flog— ^^ ©/— iy+6o«-^+9/— Ij 

jr».siii«9+a«.C0B«9 2 2*o^ ®^ ^ '-' 



En faisant or = a = 1, on anra 



;r 



On a aussi en g^n^ral^ en faisant t=zUngu: 

n 

y^* duJljfiX'^' a tangw.j/' — 1)4" 9(^. — a. tang m.}/' — 1)) = 7r(y(a? -j- a) ; 
done en faisant 4r = a = 1, on anra : 

n 

// «fo(qp(l + K— 1 tang «) + y(l — V^— 1 tangtf)) = n.if{t). 
Soit ya?=T; 9 on anra 

«,(14.T^_1 tane m) = 0+/— ^^«)"' — (cosmtf +•— 1 sin mn) (cos »)«•-» 



= r — ^-- — =^ — =— T-^ — • (coSMr.coswm+acosfm — wm 

+V^ — 1 ((cos ?i)". sin mte -f- <^ sin(m — w)«)] ; 
on tire de \k 

n 

2* 



y»« (co8tf)»-^. [cosmtf .(costt)"^- a.co8(«— m)^] , tc 
Q (co8tf)*'+2a.co8it2f(co8ci)* +a* 2 

Soit ^=0^ on aura 

y»"5r (C08tt)"[(c08a)«4-ac08llll]l&l 1C 1 

(co8ii)*»+2aco8nii,(co8t#)»i-a* 2^' l+a.2* 

Soit m-^Tzri^ on aura 



l+a.2» 



/ 



9r 

T G08lttf.(C08tf)" + a » TC 



(co8tf)**+2aco8ntf.(€08tf)*+a* 2 l+a.2" 

Si par exemple 92 = 1, on aura 

n 

l+2a "Jo (co8a)«(l+2a)+a« ~J^ y«(l+2a>Hx** l/(l-y*) 
Reprenons la formule 

n 

~ .-—-=/** (cos f))". COS ng) . cf?). 

2 ^ ^o 

12 
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HI 



Soit » = — , on aura 

n 



n 



--.. _-_=y^* (cos 9))"cos^ q>.d(f 



2 



n 



Soit ^ = 0, on aura 
n 



TT IB 

7C 1 



2i» _^ 
2" 



= P (cos »0) " cosmO. dfO; 



or coswe=(cose)"-^^ (cos &)'-« sin'e + <^-^y )(^-»). (cos e)'^>sin^e + . , > 



done en faisant cosO=y, rfO= — ^ , 



X 1 _ /•""•^,V/ w> ^y 



2fi ii 

A n 



■/ *° Vi^yr-fy- v^(ily«) 



e« ^ = y> - -g^ y-'(l - y') + "("-'^X«y ) y^(i _yy _ . . . 

fy == r - ^^ 3r-'(i -/) + "'<'"-y7;^^'"^> y-^(i -yy- . . . 

Soit par exemple »i=l, w==4, on aura 



Si Ton fait y' = 1 — z*, on troavera 






1/(2) •'• 



XIV. 



Theorie des trans cendantes elliptiques. 



CHAPITRE I. 



/Pds 
•(a4-pJ+Y^^+Sj»+6J^) ^^'^ ** fonctions algfSbnques. 

1. f our plus de simplicite je designe le radical par V^JR, on a done k 

consid^rer Tintegrale 

/ Pds 
y/R 

P designant une fonction algebrique rationnelle de x. On pent, eomme on 
sait, decomposer P en plusieurs termes de la forme 

A.x^ et ^ 



(x— «)» ' 
m etant an nombre entier quelconque. L'integrale proposee f—~ est done 

immediatement decomposable en plusieurs autres integrales de la forme 

Chercbons les reductions qu'on pent faire avec ces deux integrates, en 
les considerant 1. separement, et 2. eusemblcf. 






s^ds 



2. Pour trouver la reduction generale dont cette integrate est suscep- 
tible au moyen de fonctions algebriques, il s'agit de trouver la fonction alge- 
brique la plus generale, dont la differentielle pent se decomposer en termes de 

la forme — 7»~9 ^^^ apr^s avoir integre la differentielle ainsi decomposee, il 
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est clair qa'on obtiendra la relation la plus generate qa'on peat obtenir entre 
lesintigralesde la forme /^. 

Or on sait par le calcul diff^rentiel qu'en diff(6rentiaiit une fonction qui 
<;ontient des radicaox, ces mdmes radicaux se trouvent aassi dans la differen- 
tielle; il est done impossible que la fonction cherchee peat contenir d'autres 
expressions radicales que }/^R; elle est done de la forme flx^Y^H)^ f d^sig- 
nant une fonction algebrique rationnelle de a: et de }/^R. Une telle fonction 
est, comme on sait , tonjours reductible k la forme Q -{- QV^Rj & et Q de- 
signant deux fonctions rationnelles de x. • Or il est clair qu'on peut faire ab- 
straction da premier terme j^, puisqae sa diff(6rentielle ne contient que des 
qnantit^s rationnelles; on a done * 

En diffi^rentiant QY^R^ on voit au premier coup d'oeuil que la differen- 
tielie contiendra necessairement des termes de la forme -^ — ' ■ ^ si O est 

fractionnaire ; car supposons que Q contienne un terme 7 r— , on aura en dif- 

f(§rentiant , ^^, , 

dx 






mR 



VR 



Or quel que soit m^ il est impossible que le coefficient de dans I'expres- 

sion pr^e^dente puisse devenir entier, k moins que R ne contienne deux ou plu- 
sieurs facteurs egaux ; mais ce cas doit ^tre exclu, puisqu'alors Tinlegrale propo- 

/* Pdx 
—n — n =-; done, comme la differentielle ne doit 

contenir que des termes de la forme ^ , il faut que Q soit une fonction 
algebrique enti^re de or; on a done 

4. Differentions maintenant la fonction trouv^e Ql/^R. On obtiendra 

d'abord 

d{QirR)=dQyR + ^.-^, 

done d(i^R)=J^L£^J^. ^ =S.^, 

S = R.^+W.i^. 

ds ^ ^^ ds 
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On a fl = o + /8r + /** + *«* + «J«* 

doDC en differentiant 

En snbstituant ces valeurs dans Fexpression de iS on obtiendni: 
^ = (« + ^;r + yar*+Ar» + .x*)(/(l) + 2/(2>jr + .. +i^»>jr^) 

On obtiendra en developpant et comparant les coeflk^ens^ Te^natiOB 
generate 

c'est-a-dir^ : 

En faisant successivement /i = 0, 1, 2, 3 . . m, on obtiendra tontes les 



equations qui resultent de Tegalit^ des denx valenrs de S. 

Quant k la valeur de n, on tronvera n -f- 3 = m, done 

71 = m — 3* 

5. De Tequation d{QYR) = S. --^ , on tire en integrant 
et en sobstitnant les valeurs de Q et de S^ 

=KBW0)+/i:i)*+A2)'^+-./(">-sK^). ) 

Cette equation contient la relation la plus gea^rale qu^on puisse trouver 
par des fonctions algebriques entre plusieurs int^grales de la forme /^i!^^, et 

c'est de cette Equation qu'il faut tirer toutes les reductions dont les int^grales de 
cette forme sont susceptibles. Le premier membre de cette Equation est en 

/Pds 
-^^ y P designant une 

fonction enti^re de x^ qui est int^grable par des fonctions al^briques. 
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6. Considerons maintenant Tequation (b). Comme la fonction multipliee 
par }/^R du second menibre doit dtre entiere, il faut que m soit ^gal on plus 
grand que 3. II suit de la qu'il est impossible de trouver une relation entre 

les int^grales /* ■, /''^ , f^/n > ®* ^^ P^^ consequent ces trois inte- 

grales sont irreductibles entre elles par des fonctions algebriques. Si au con- 
traire m est egal ou plus grand que. 3, on voit qu'il est totrjours possible de 

reduire Tintegrale Z*'^ a des int^grales de la m^me forme dans lesquelles 

m est moindre; et il est Evident que les seules int^grales irreductibles sont 
les trois suivantes 

Ces integrales sont done les seules fonctions transcendantes conteuues 
dans la formule int^grale / * ■ „ , P etant une fonction entiere. 

7. Pour reduire I'integrale f^.^ > faisons dans I'equation (b) 
q){ni) = — 1, et nous aurons 

/^=.(0)/-^+.(l)/^+,(2)/-^+...+,(».-l)/^ 

-V'BC/tO) + Al) •» + /(2) •*• + ••• + Am-SK--"). 
D'apres ce qui precede on peut faire 

9)(m— 1) = (f(»i— 2) ==... = y(3) = 0, 

on a done 

-Kfl(rt0)+rtl)x+rt2)x>+...+««— S)x— )) 
11 reste a determiner les coefficiens 

9(0), y(l), 9>(2), /lO), Al), /12) . . . Aw^-S). 
Pour cela faisons dans I'eqnation (a) ^ = 0, j7 = 1, . . . /» = m, on obtien- 

dra les equations suivantes au'nombre de m-f- 1: 

9(0)= Ai).« + i/lo)./? 

9(l) = 2/(2).« + i/i:i)./?+ /I0).y 

g.(2) = 3/(3).«-|-f/t2).^ + 2/(l).y + |/i:0).<J 

= 4/(4).« + 1 AS)./? + 3/i:2).y + f /(I).* + 2 AO).* 
0=5/i:5).« + |/i:4)./J+4/t3).y + J/i:2).«J+3/|;i).e 
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0=(m— 3)Am— 3)a+(m— J)/(i«— 4)/J+(»ii— 4)/(m— 5)y+('»— |)/lw— 6)<H<«— 5)./i:»n— 7)< 
0={m—^)f(m—5)fi-\-{m—3)f(m—A)r+{m—l).f{m—5)S+im—4).f{tn—6)s 

0={m—2)f{m—S)r+itn—^).f{m—4)i+{tn—S).f{m—5)s 
0=(j»— |)/"(i»— 3)tH-(m— 2)/(»i— 4)s 
l={m—l)f{m—S)8 

en remarqaant que q>{m) = — 1, 9(3) = 91(4) =:... = <p{m — 1) = 0. 

An moyen des m — 2 derni^res ^qaations ou pent determiner les m — 2 
quantity f(0)j /*(!), . . . f{m — 3), et les trois premieres serviront ensoite k de- 
terminer 91(0), 9(1), 9(2). 

Eq eliminant on troDvera: 

1 1 



m — 1 s 

(ot-1)(»»-2) ■ 6* 

(>"-2) T ("•-IXw-t) »' 



f{m—3) 

Aw— 4) 

/•fjM 5\ 

'^ ' (m-l)(m-3) 6» (OT-lX»n-2X»w-8) »' 

f(m—6\ — ^'"'^^ P _ ('»-J)("»-8) 8-r _ (»»-2Xw-i) _8l 

' ^ ' (m-l)(m-4) «» (in-l)(m-2)(m-4) ' e» (fn-l)(m-3)(m-4) ' «» 

_i_ ('w-j)("»-f)('»-|) il 

~ (m-l)(m-2)(m-3)(m-4) ' 6* ' 

/•/«i_7^ — —^3 ?L_ (»"-|)("'-|) ii_ (wi)(m-^) J5 

'^ ' (m-l)(m-5)* 6« (m-l)(m-2Xm-5) ' e» (m-l)(m-4)(m-«) ' «» 

(in-2)(m-4) y« , (»»«-|)(»«-f X*"-*) T»' 



(m-l)(m-8)(m-«) 6» ' (m-lXm-2)(m-3)(m-5) e« 

, (m-|)(m-8X'"-S) T»' _i_ ("'-2X'»-|)('»-t) Y^' 

" (m-I)(m-2)(m-4)(m-5) ' «« ~ (iii-lX»»-3)(m-4)(m-5) * s* 

(m-|)(m-|)(m-|)(m-|) ^ 

(m-l)(m-2)(m-3Xm-4)(fn-5) e» / 

8. Pour exprimer en general le coefficient f{m — •/>), faisons «=«(") 
d=tf*> y = «^*) /? = «<•> « = «(*>. Cela pose, on pent aisement se convaincre 
que f{m — jt) est compost de termes de la forme 

(„-^X-'^)(- ^) - (»-i^^^^^)(^^y ) 

^ ^ * (m — l)(m — t)(m — *')(m— *»)... (m — *("-»)) (m—t("))(m—|H-2) 

t(t-i).t(t-^). ,(!»-») . . . t(tCUC^).g(p-tC)-«) 

Tome wcond. £3 



A»»- 
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on ks qnimtitte k^ k. A:*, etc. p-r-2 snivent Tordre de lenr grandeur, de ma- 
niere que A*>Ar, k' >k, etc. p — 2>k''^. 

En donnant avec cette restriction tontes les valenrs enti^res anx quantites 
it, ^, Af etc. AK">, et a » toutes les valeurs enti^res depnis le plus grand nombre 

entier compris dans ^ — 2 jusqu'a /> — 5 et en remarquant que chaqne de- 

nominateur aura n-|-3 facteurs binomes, on obtiendra tons les termes dont 

f{m — p) est compost. On a done 

/ *+l^/ k'+k\f k'+l'\ ( *(»)+*(»-») \/ *(«)4«-2\ 

(.l)H-x r tA"^ a-A*" 2~> i"— 2 A "^ 2~; 

6»+» ' (m — l)(in — *)(»» — /t'Xm — **)...(»»— *("))(m—;» + 2) . }W 

Ayant ainsi tronv^ les quantites /'(O), /*(!), /"(S) etc. /'(m — 8), on a ensuite 

V(l) = 2«A2) + |/?-/'(l)+ yAO) > (e) 

,,(2) = 3a. A3) + I/J.A2) + 2/Al) + |<^A0) ) 

9. Appliquons ce qui pr^c^de a un exemple, et proposons nous de re- 
duire I'integrale 

On a i» = 4 w = m — 3=1, done 

Par les equations precedantes on a, en faisant m=:4 
En substituant ees valeurs dans les equations (e), oii aura; 

En substituant ees valeurs on aura 
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/ s*.dx / 5 p8 1 _a \ fits 

10. Dans le cas ou /? = y = d = 0, la valeur de f{m — p) se simplifie 
beaucoup, et se reduit k un seul terme. En effet, comme «W=«(*)=«W=0, 
et comme £(^)=:a est la senle quantite qui a une valeur differente de z^ro, 
il est clair que tons les termes s'evanouiront dans Texpression de f{m — p), 
except^ ceux dans lesquels onaA:— l=ifc' — k-r^kr — k*=z...=p — 2 — ArW=4. 
On a done k = 5, ** = 9, Af = IS, . . . Ar(*) = 4w + 5, /i = 4w + 11> d'oii 
n = ^— — . Chacune de ces quantites w, k^ k', Af , . . • Ar(*) n'a done qu'ane 

senle valeur, d'ou 11 suit que f{m — p) ne contient qu'un seul terme. De plus 
comme on a trouv6 j9 = 4w4-ll, il est clair que toutes les quantity iTC^— p) 
s'^vanouiront, excepte celles de la forme f{m — 4w — 11), dont la valeur est 









/ A \^i (m-3)(m-7)(m-ll) . . . (m-4ii-7) 

^ ^ ' (m-l)(m-5)(m-9) . . . (m-4ii-9) ' 

OU bien en mettant n — 3 an lieu de n, 

Pour determiner qp(0), qp(l), y(2), il faut distinguer quatre cas": 

1. si m = iVy 2. si m = 47*+ 1, 3. si wi = 4r + 2, 4. si m = 4r + 3. 
Dans le premier cas on a: 

f(Ar—An4^i^ — (—i^- (4i-3)(4r-7) . . . (4r-4ii-h5) 
^(47- 4» + 1) _ (- 1) . (4^.jj^4^.^j (4r-4i,+3) 

En faisant n = r, on a 

/(1)_(-1). 3 .y, 11, (4^.1) • -^T-^ 
(^pCOrzza.Al), qp(l) = qp(2) = 0. 

Dans le second cas on a: 

mr — An4^S\ — r- n- (4r-2)(4r-6)...(4r-4ii+6) o-^^ 

13 



a«-i 
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En faisant » = r, on a : 

9,(1) = 2«.A2), 9>(0) = 9(2) = 0. 
Dans le troisi^me cas on a: 

'^ I / V / (4r+l)(4r-8)...(4r-4ii+5) e« 

En faisant if^r, on a: 

/(») — (— 1) • 5.9.18...(4r+l)" ~F" 
9(2) = 3a. /"(S), 9(0) = 9(1) = 0. 
Dans le qoatri^me cas on a: 

/^(4r-4;»4-4)=(-i)».y:!y-^>-;f_:*":^> . ^ 

' ^ I / V / (4r+2)(4r-2) . . . (4r-4«+6) 6« ' 

done /•(!) = /-(a) = f{S) = et 9)(0) = 9)(1) = 9)(2) = 0. 

11. On a vu que trois fonctions transcendantes sont n^cessaires pour 

->— , P etant nne fonction entiere. Done si Ton 

veut riduire ce nombre, il en resultera necessairement certaines relations entre 

—— - soit inte- 

V R 

grable algebriquement, on doit faire ^(O) = ^(l) = (p{2) = 0, d'oii il resultera 
entre les cinq quantit^s a, /?, y^ d^ f, trois relations par lesquelles on en pent 
determiner trois par les deux autres. Determinons par exemple a, /?, y^ 6j b 

devienne integrabl^ algebriquement. 
On a vu pr^cedemment que dans ce cas 



6» « e 



9(2) = 



_2 i 



6» « e 

Comme ces quantites doivent £tre egalees a zero, on trouvera: 

a 5 P* 125 ^ 
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done /2=i|f.-^+M-7^*+U-^'t'^^+'^' 

^ * ' 

done, lorsqae R a cette valeur, on a '• ' ''": ::/ 

En faisant ^=4 et 6 = 5, on obtiendra 

12. Ponr r^duire cette integrale il faut, d'apr^s ee qu^on a vn pr^edem- 
ment, diffi^rentier QV^R en snpposant Q fractionnaire. Faisons d'abord 

n_jK!)_4_ J!(?Lj._J|R_4. . <fi?n-^) 
^ x—a~ (x—aY ~ (*— fl)» ~ • • •" (x— o)"-! 

d'oii on deduit en differentiant 

^ (x-o)» ('-«)' (j'-")* ' (*-«)"» 

Pour rendre les calcals pins faciles, faisons 
R = a-|-/?ar4-yar'+ Ar'+f ar*= a' + fi'(x—a) + y'(.r— a)' -|- d'(a:— «)»+ t'{x—a)*. 
Pour determiner «', /?', y'f d', «', mettons ;r-|-a an lieu de x, et nous anrons: 
a* ^ §»x -}- fx* -\-d>a*-\'t>ii*=za-\- fi(x + «j + y(a; -f a)' + d(a: + «)» -f- «(«?+ a)*. 

On tire de la 

a' = a -f /9o -j- ya* -f do* + ta* 

/S' = /? + 2/« -I- 3<Jo' + 4f «» 

y' = / + 3do + 6* «* 

d* = (^ + 4*o 

t' = f . 
En differentiant R on aura 

rfi2 = /J' 4- 2y'(a:— fl) + SiJ-Car— o)» + Ai'{x— a)'. 
Maintenant la diff^rentielle de QV^R donne 

done en substituant les valeurs de R^ Q, dR et dQ en obtiendra: 



+ i(/J'+«/'(«.)+S»'(«')'+4.'(»w,)«)(|a + ^ + . . . +i*gV) • 



(ir 



(x-fl)« ' ' (x-a)"-»/ i/J? 

c> ds 



(0 
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Sapposons : 

Cela pos6, -OD bhtienJIra aisement 

..:... y'(0)=— i(5'V;(2) — «'V(3) 

«P'(1)= h^V^ii) 

«(p) =— «'(p — i)v(/» —1) —/?'(?— iMp) — y'/» . v(/» + 1) ) 

Faisons 

9'(0) + 9'(1) • (*— «) + <3P'(2) • (a^— «)' =9(0) + 9(l)a:-f 9(2) . a;», 
nous aurons 

9(0) = 9'(0)— fly '(l)+«r*.9)'(2) = — t'v(3)— J<r'v;(2)— (io(J'— 6'a*) . i/»(l) 
9(1) = 9'(1)— 2«<3P'(2) = {^d'—2a6>) . ^/(l) 
9(2)=9'(2) = c.v»(l), 

I 

on bien, en substituaut les valeurs de & et 6\ 

9(0) = — i^ad+ ea") . i^(l) — ^{d+ 4a*) . i/;(2) — e . v;(3) J 

9<1) = ^*-^(l) > • • • • (g) 

9(2) = ..v;(l) ) 

13. Si Ton multiplie la valeur de S par , et qu'on prenne ensuite 

I'integrale de chaque membre, on obtiendra en substituant la valeur de Q: 

,(0)/^+,(,)./^+,(2)/^ 

11 est clair que par cette Equation on peut toujours r^duire I'integrale /^ — , 

7 — r — r-=r- peut douc ^Irc 

exprim^e par les trois int^grales /— — , J-j-^^ J ^ n ®t P^^^ lintegrale 

/- r-7-ii-; ludls celle-ci est en general absolument irr^ductible. Je dis en 
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Ayant ainsi trouve t^(m — p)^ on aura q)(0)y q){i)j g>(2) par les equations 
(g) et x(l) P^ I'equation 

z(l) = -iA«).t/'(l)-4!^.V(2)-J.^.V(S)-2.-^.V(4) . .(1) 

15. Prenons comme exemple /-^ — r — 7^. 
On a m = 2, done 



1 1 



ti/(l) = 

g,(0)=-(iaJ+*o«).J^ 



.(l)=i*.^ 



9'(2) 



jr*rfx 



En snbstituant ces valeurs, on obtiendra 

(^-fl)«v7jp fa J y/fs "*" 2/a *%/ v^/r "*" /a '•/ •/r 

_ 1 /;«_, r ^ V> 

^ /« * J {X'a)>/fs {s-a).fa ' 

Si a = 0, on a 

s^y/R 2a *•/ y/R '^'a'J'VR' ^' ol 'Js\/R our 

16. Par la forme qu'on a tronvee pour les quantites i/;(l), '^{i) etc. il est 
Evident que I'equation (i) pent toujours £tre employee, si non a'=rO; mais 
dans ce cas elle devient iliusoire k cause des coeflficiens infinis. II faut done 
consid^rer ce cas separement. Or of ^tant =0, on a x{m):=.0^ done I'equa- 
tion (h) prend la forme suivante. 

+ 'W-f-^^+xi^)-/^:^ + ■■■ + "W/f?^ 

ou Ton a mis m -}- 1 a la place de m. 
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, .Dans cette ^qaation on peat faire mr=z 1. Done il est dans iCa cas toa- 
joors possible d'exprimer Tint^grale fi — ^^ — -— par les trois intdgrales 

y ^ds Csds fx^ds 

Pour achever la redaction, faisons %(jn)=^ — 1, ;f((l) = ;f(2) = ;f(3) = 
etc. = 0. Par \k on obtiendra: 



En faisant maintenant dans I'^quation (f) /> = 1, 2, 3 . . . m, on obtiendra 
les equations soivantes: 
= ^/S'.t(l) + y'.t/;(2) + |(J'.i/;(3) + 2«'.t/;(4) 
r= |/J'.v;(2) + 2y'.i/;(3) + |(J'.v(4) + 3«'.i/;(6) 
= «/J'.tf;(3) + 3y'.v(4) + |rf'.v(5) + 46'.,/;(6) 



= (m — J)/S't/;(m — 3)4-(m— 3)y'.t/;(»»— 2)-f-(m — |)(J'.v(»»— !)+(»»— 2)«'.i/'(»i) 
= (m— |)/?'i/;(m— 2)4-(»i— 2);''.V(»i— l)+(m — %)d<.\\>{m) 
= (m— |)/J'v%— l)+(»i— l)/.v;(»i) 
• 1 = (w— i)/S'.^(m). 

De ces equations on tirera en eliminant: 

, a\ (m-l)(m-2) -y'' (m-f) S' 

etc. 
Le coefficient general pent s'exprimer de la mani^re suivante: 

,(^ ^^_. (-1)" (—tX— —)•••(- 2— X— r) . 

1.2..itrfo* ■ 1.2..(*'-*+l )«/«*'-*+» ' * ' 1.2..(;>-*(")+l)doi^'''+i 

17. L'^quation (!') a lieu si a' = 0, c'est-a-dire si «+/?«+y«*+^«'-f- 
ta* = 0. II suit de la que x — a est facteur de R. Done,:. 

Tome second. \4t 
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"Toutes les fois que x— a est facteor de R^ on pest exprimer Tint^- 

Dans toot aatre cas cela est impossible, car I'^ation (h) suppose 
m>l." 

jr — T-rs9 a:— a ^tant facteur 

\S ^ (i)y R 

de R. Comme m=zly on a 

1 !2 

L'^quation (m) donne i/;(l) = — j- = — — 
et les Equations (g) 

,p(0) = -(*«« + id«Mi) = - i?i^ 

g)(l)='(J.V;(l)= ^ 



En substituant ces Talears on obtiendra: 



vn 



(jp-a)v/i5J yv^ J y/R"^ fa 'J y/ R ' /'« i/ /i? fa s-a 

Soit Rz={sc — a){x — a'){x - — a!')(x — «•') = /"(ar), 

on aura 

(J = — (a + a' + a" + fl*), « == 1, f'{x) = (:r— a')(a?— fl'')(a?— a*') + . . . 

/*'« = (a — a'){a — a!'){a — a*'). 
En faisant ces substitutions on aura: 

^sds 



{x'd)y/R (a -a^a-ai^a-a"*) ' J y/ R («-«') {a-a") {a-a"') J " 

^^ 2 Ps^dx_ 2 

' (a-a')(o-«')(«-«"0 •/ V^^ {a-a'){a-a''){a-a"') * 






18. Cberchons maintenant a trouver une relation entre des integrales de 
dx 



la forme /l 

Y ( 



x-a)y/R 

Pour cela faisons 



En diff^rentiant, on voit aisement que la forme la plus generate qu'on 
puisse donner k Q^ est de supposer 
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L^^ • • 



s-a s-a' ■ s-a" x-af*' 

X — a, X — a\ X — fl*, X — a* itant les quatre facteurs de R. 
On a done 

7- — r— -— etc, trouvies plus haut: 



x^ds 



■ / S.(p(0) , Ml) I 8-9(8) _|_ &<p(3) \ r*^ I / 2s.<p(0) , 86.y(l) , 26-9(2) , 2t.y(8) \ /•, 
~ V /'a ' fa' "^ /'a* "^ /'o"- )j ^/r'^K fa "^ /'a' "^ fa' "^ /'o'* /if" 



•J? 



25W ^^M!) ^,^^ ^^^ 



X — a s — a' x-a" s-af" 

Oo a done 

^(2fa»-f «d)4- J'(2«fl'*+o'(5) + ^•(2«a"'+a»<))+ ^•(2ca*'-fffl*'d)=0, 

^4.^'+ J. + J- = 0. 

On voit par la qa'on pent faire ane quelconque des quantit^s A, A' etc. == 0. 
Soit par exemple A" = 0, on aura 

^» = — J — J' 
A . (2*(a»— «•») + (J(«— o")) +-4'(2f («•»— a**) + rf(a'— «•)) = ; 
done 
A' = — 2e(a«-a*«)+S(a-a^) ,j^2,(ga_a.»).|.<)(a— g»)=(a— a»)(a+a»— tf— g») 

26(a'a-a*»)+8(a'-o») ^ / 1 \ / v /\ 1 / 

en faisant J=2<(«''' — a'*)+d(a»— «») = (a* — «')(«'+«' — « — «*)j 
et de \k A' = 2^0'* — «*)+d(o'— a) =(«' — a)(a'+fl— «•— o"). 
On en dednit 

9>(0) == ^(a — a'^a — a"X« — '^)(«' — «*)(«' + «" -^ « — ' «*) 
<^(1) = 1 (a' — a)(a'_ «•)(«'— a»)(a» — a)(a -f- a» —^ «» — a") 

y(2) = ^(a"— «)(«•— ff')(o»— c*)(a — «')(« + «' — «• — «*) 
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Cette Equation contient, comme on voit, une relatioB entre trois qaelcon- 

ques des quatre int^grales 

/ ds f Ox r dx f ds 

d'od il suit qu'on en peut determiner deux par les deux autres. 

19. Proposons-nous maintenant de trouver les relations qui doivent ex- 
ister entre les quantit^s q){f)\ (]p(l), 9(2) pour que Texpression 



VR 



soit rednctible k des int^grales de la forme j- 



dx 



{x-a)\/R 

On voit aisement par ce qui precede que x — a doit dtre un facteur de R. 
On peut done a cause de Tequation (n) faire: 

En sobstitaant les valeurs de §—. — r— -=r- et §—. — ,, .„ donn^es par I'^quation 

da No. 17 on obtiendra: 
(,(0)+^.^+^..i^)/^+(.(l)-^.X_^.._^)/^ 

On a done: 

J = — ^B ./'a, ^' = — ^B'.f'a' 

9(0) — ^B(2f «» + a<J) — 15'(2«a''+a'<5) = 
<pil)+^iiB + B')=rO 
9(2)+ ((B-\-B') = 0. 
En eliminant B-{-B' entre les deux demi^res equations on aura : 

2s . (p{l) — <5 . 9(2) = 0, d'ou 9(2) = y- . 9(1). 

Voila done la relation qui doit avoir lieu entre g>(S) et 9(1). 
En faisant qp(l) =i= et ^(O) = 1, on aura 

q>{2) = 0, 5' = — 5, 1 = ^B(Ze{a*—a'^) + d{a— a')) 



0- 



Done en substituant: 



Bz:=z ? = — B'. 
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+ 






(aHt'-a'-a'^Xs-aX*-''') 

Si Ton fait 9>(0) = et 9)(2) = 1, on aura : 

5(2f(a«_a'«)+(J(a— a') — (2a'*+a'. A) = 
d'oii Ton tire 

(fl+a'-fl^-a"')(a-a') 
(g+g'-g^-g'^'Xg'-g) ' 



En substituant ces valeurs on obtiendra: 

t/it "» ^ •/ V^lT "2(^'-g)(g+g'-a-'-g"^) '•/ (*-g)\ 

' 2 (g-g') (g + g'-g^-g"') ' J (x-g')\/i? 



(jr-g)\/J? 
dx 



(g-g')(g+g'-g^-g"') \ *^^g i^g^ /^ 

20. Par ce qai pr^c^de on voit qu'on pent exprimer fyr^ par les Tin- 

1 — \ /p ®* /t — TTS"' "^^'^ ^^^^ "^^ P^^ "^^^ par rapport aux in- 
tegraJes A^ ^*y^- ^'^^* seulement Fexpression f-^^ tTw 

qa'on pent exprimer de cette maniere. .Dans le cas oil a-f-a' = a'-{-a*' les 
deux equations du numero precedent devlennent illusoires, et alors c'est seule- 
ment I'equation du numero 17 qui peut avoir lieu. Dans ce m^me cas on pent 

7 r-7^ etc. Savoir en mul- 

[s-ayy R 

tipliant une des equations du numero precedent par «r -j- ^' — ^ — a^ on 
' obtiendra 

ou bien, puisque a — a*'=a'' — a' et a' — a^^=za^ — Oy 

/ ' ds y P ds iy/R 

{s'a)VR "* •/ {S'a')y/R (g''^-g)(g^-g')(jp-g)(x-g') 

R = {x — d){x — a%x — ff){x — a — a^-\-a!'). 
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21. Nous avons maintenaot 6puise le snjet de ce chapitre, savoir de re- 

/'JP#£r 
-— - autant que possible par des fonctions alg^briques, et 

nous avons donne des equations par lesquelies on pent avec toute la facilite 
possible r^duire une integrate propos^e quelconque de la forme pr^c^dente. 

Reprenons les resultats generaux 

1. Lorsque P est une fonction algebrique et entiere de x^ / — — est toujours 

rtd«c«Me a». tattgrales f^, fj^, /-^ . 

2. Lorsque P est une fonction fractionnaire de x^ Tint^grale / est r^duc- 

tible aux integrates /-t^, / '^- , /— t^- ®t ^ ^^s integrates de la forme 

/ ' ds 

r — r — 7^ est reductible 
(jp-fl)'"\/i8 

/W^ i^sds d^x^ds * 

— -, / — — , #__-, mais dans tout autre cas cela est 

impossible. 
4. n est impossible de trouver une relation entre plusieurs int^grales de la 

forme / -, — r-r^r si non x — a est un facteur de i?, mais alors on pent trou- 

•f (s-a)yR 

ver une relation entre trois integrates de cette forme; si'de plus a-{-a' = 
a*-f-a"', on pent trouver une relation entre* deux d'eiles., 

-j=. pent s'exprimer par deux integrates de la forme I- — - — ^ 
X — a etant un facteur de jB, si non «-f-«'=«*-f"«'^' Les integrates 

/jtdx M^ JC dx 

— - et # au contraire ne peuvent pas 6tre exprimees de cette maniere 

CIlAPITRE II. 

/Pdx 
^ par des fonctions logarithmiques. 

—-— 

Y R 

par des fonctions atgebriques, et nous avons trouv^ que son integration exige 

/dx d^sdx i^x^dx /* dx 

75-' Jvr' y-75- ^Vlii^JTjT' ^' *" 
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general sont irrMnctibles par des fonctions algebriqnes. Dans ce cbapitre nous 
cbercherons les relations qu'on pent obtenir entre ces quatres int^grales par 
des fonctions logaritbmiqaes. Pour cela il faut trouver la fonction logaritbmi- 
qne la plus g^n^rale, dont la differentielle est decomposable en termes de la forme 

car en integrant la differentielle ainsi decompos^e et faisant usage des reduc- 
tions du cbapitre precedent, on obtiendra la relation la plus g^nerale qu'on 
puisse trouver par des fonctions logaritbmiques entre les quatre int^grales 
propos^es. 

23. On pent se convaincre aisement que la fonction logarithiuique cber- 
cb^e doit avoir la forme suivante: 

+ Jvlog(/>'+!p*K/2)+--- + -4W.log(P(-)+(p(-)K/2) 
jP, Q^ P'^ Q etc. etaut des fonctions entieres de x et A^ A' etc. des coeffi- 

ciens constants. 

Considerons un terme quelconque 7'=:r^.log(P+(Pj/i?). En differen- 

tiant on aura: 

dP + dq^R + i.-^ 
dT=A ^* 



oa bien, en multipliant en bant et en bas par P — QV^R, 

.»,__> PdP-ft(,Rdq^\(idR) , . \pqdR+{Pdq-qdP)R 

ai—A. p^.f^R "r • {P^-q*R).y/R 

d'ou Ton tire 

11 est aise de voir qu'on pent faire abstraction du premier terme de dT qui est 
rationnel, et qui donn6 dans la valeur de T le. terme —- . log(P* — Q^R)i en 
retrancbant done ce terme de T^ il restera 

A.\og{P+Q[^R) - 4 log{P*-Q^R) = 4 log(|t|^). 

On pent done faire . 

La differentielle de cette expression ne contient aucune partie rationnelle; 
et on aura en differentiant : 



k 
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"' —^ {P*-q^R)VR f"^ (P'»-V*«)v/J? ^ + *"'- 



^'. '*' 



Pour troaver S't considerons le terme 

J P qdR+^Pdq- (ldP).R Jtf ds 

{p*-q:*R))/R n' )/r' 

De \k on tire 

En differentiant N^P^'—Q'R on aura 

dN—2PdP—ZQdQ.R—Q*dR, 
d'ou PrfiV^= 2P^dP—2PQdQ. R — Q^P. dR, 

et en substituant pour P" sa valenr N-\- Q*R, 

Pdrf=2mP-\-2Q^RdP—2PQR,dQ~~Q^P.dR; 
c'est-^-dire : 

2N^^P^ 

ds ds Pq.dR+i(Pd(i-qdP).R . 

Q ds ' 

done: M=A ^ —, N=P^ — Q*R. 

24. Par la valeur qu'on vient de trouver pour .My on voit que si 
(x — fl)~ est un diviseur de N^ {x — a)"^* doit 6tre diviseur de ilf ; done -5^ 

ne peut contenir aucun terme de la forme - — r^, m etant plus grand que I'unit^. 

Les termes fractionnaires contenus dans la fonction '-=r=r sont done tons de la 

N 

forme — . Si de plus x — a etait un facteur de R. il le serait aussi de P, 
done dans ce cas M et N auraient x — a pour facteur commun. Done -^ 
ne peut contenir aucun terme de la forme , x — a etant un facteur de R. 

Pour trouver la forme de la partie entiere de — , supposons que P est 

un polynome du degre m, et (^ du degrd n. 
II faut distinguer trois cas 

1. si wi > w -f- 2, 2. si wi < n -f- 2, 3. si wi = n + 2. 
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1. Si m > n -j- 2, iV est du degre 2m, et M du degre m -(- fi -{- 3, done 
-^ est tout au plus da degr6 0, done ia seule partie entiere qui peut y dtre 
coDtenue, est une quantite constante. 

_ * 

2. Si m < w -f- 2, iV^ est du degre 2w + 4, et ilf du degr^ w -f" ^ "f" 3, 
done — est tout an plus du degr6 0, et par consequent sa partie entiere une 

constante. 

3. Si m = w -f- 2, N peut 6tre d'un degre queleonque moindre que 2m. 
Soit done N du degr6 ^, on voit que M est tout au plus du degre ix-^ni — 1 — n 

= /u-f-lj si non ^=2w+4; ear alors M est du degre /r et — du degre 0. 

JIf 

Done daiis ce cas, —- est tout au plus du degre 1, et sa partie entiere de la 

forme Bx-^B'. 

De ce qui precede ii suit que — - est toujours de la forme 

X — a, X — a', :r - a*, . . . n'etant point des facteurs de i?. 

De la il suit que I'int^grale # est absolument irreduetible dans tons 

ies eas; elle eonstitue done une fonction transeendante particuUere. D'apr^s 
la valeur de -^r=r il est ais6 de eonelure que —r— a 1^ m^me forme. 

N ^ ds 

Soit done 



(Ar+A:'^+-_+— ^ + -_ + ... 4- 
d'oii 

Voil^ done la relation la plus gen^rale qu'on puisse trouver entre Ies in- 
tegrales proposees. 

2S. Pour appliquer Tequation precedente, je vais r^soudre Ies cinq pro- 
blames suivants: 

1. Exprimer Ies deux integrales /— — et / / g — P^'' *® P*"^ P^*^^ 

/'ds 
1 \a/R ' 

Tome second. \^ 
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-j-^ au plus petit nombre possible d'int^grales 
de la forme I- — ttd'' ^ ^^^^^ ^^^ fonction alg^brique fractionnaire de x^ et 

I'int^grale decomposable en termes de la forme /J — . 

3. Quel est le nombre le plus petit d'int^grales elliptiques entre lesquel- 
les on pent trouver une relation. 

4. Trouver toutes Jes intdgrales de la forme /XjLjip — qui sont inte- 

grables par des logarithmes. 

- — qui peuvent s'ex- 

— - et / au moyen des logaritlimes. 

Probldme Z*'. 

y^ par le plus petit nombre possible d' integrates de la forme 






dx 



26. Soient P, (p, P', Q, F'^ff, ... P(r\ Q(r) respectivement du degre 
m, n, W, w', w% w% . . . wif**), wW, ces quantites contiennent w-j-w-f-wi'-f"^' • • • 
+ mW 4" ^^""^ + r -f- 1 coeificiens indetermines. De plus les coefficiens -4, 
^', . . . -4W sont au nombre de r-f- !• On a done en tout »i+n-f"^'"f"^' • • • 
+ mW -f- wW -^ 2r -f- 2 = a' coeflficiens indetermines. 
Supposons que des quantites m, m', m" . . . m^**^ on a 

w = « + 2, W = w' + 2, etc. m(J^^y = n^r-^^ + 2 
wW > nW + 2, wifH-i) > n(^^) + 2 etc. wif'^;-^) > wf'^'-O + 2 

mCH^O <nf''+^) + 2, etc. »iW < »(') + 2. 
II suit de \h que 

iV est du degr6 2m 

JV' 2mV 

iV" .2m'' 

iVfr-O .... 2m0^0 
iVI^) 2mW 
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iVOHT-i) est dn degr6 2»iO'+^-») 

imr-y ......... 2»o^)+4 

iVCp+r'+i) 2nCHi''+»)-f-4 

M') 2»W-f.4. 



De li on voit qae 



JIT ' iV^' ' JV* ' ' N(') 

= * + A:'ar-j :! — ==<$ 

od »=£m+2m'+2»i»+...+2mf'^'-^)+£w^'+'')+2wfH^+»)+...-f.2»(-) 

-|_ 4(r — ^ — p'^ i) etv'<v. 

I 

Puisqu'on a a^ coefFiciens indeterminds, on peut faire en sorte que S de- 
vienne de la forme: 

k et k' etant quelconques. 

On peut done exprimer tSJL^ — pari/ — a -^ 2 iategraies Ae la fome 

/ ' ds 
{s-a)\/R 

n faut maintenant determiner m, n, m% n' etc. et r de mani^re que la 
quantite v — a'-^-Z devienne aussi petite qiie possible. 

On a a'=:2m + 2wi' + 2m»4-... .4-2m^'^^> — 2p 

+ m^r) + n^r) ^ wi^H-D ^ n^r+^^ -[-... 4. ^W + 2r+2. 

Done y — .a'+2 = mW + m^H-i) + wi(H"«) + . . . + wO^'-^) 

— anC/H-i'') — tiif''+^+^) — — wiW 

^ n^;H^) + w^Hr+i)-|« + »(") 

+ 4(r — p^p^ 1) — ir-^-ip. 

On voit sans peine que cette expression devient la plus petite, en 
faisant /i' = et r =/i — 1. On obtiendra done v — «' -|- 2 = 2, r restant 
arbitraire. 

15* 
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U suit de la qu'on peat faire: ? 

JV * JV ' •• r JVC) "^ . "^ D-^D.s-^D 



D-k-D^s-k-D^s^ 



k^kx + —+^ ^' 



jr-a ' j?-a' 



En multipliant par — -• et integrant, on aura 

/ {k+k'x).ds _^jy[_j^ /^ ds y/ f ds 

27. Comme r est arbitraire, il est le plus simple de faire r = ce 
qui donne 

De plus, comme n est arbitraire, soit n = 0, d'ov m = n -f* 2 = 2. 
FaisoDS done 

/*==/•+ /^O) .ar 4- Z^'). ;r", et (p = 1 ; 
on aura iV=/»— iyR = {f-^ fi^^uc +/^(«) . a:*)* — R, 

Soit iV=Z> + Z>i;r+Z>^, 

on aura D=zf* — «, 

/>,= /'«' +2f(«)_y, 

De ces Equations on tire ^('^ = K «> ^W = 



2/» 

On a de pins 

M= A .(2(Z>+Z>,a;+Z>^*)(/'i»)4.2/'(>)ar) — (Z>i4-2Z>,ar)(/'4-/'W;r4-/'(«)ar*)) 

= C4- CiOr + C;:r» + <?,«*. 
On tire de la C = 2ADf(^y — AD J' 

■ Ci = UDf(*) 4- ^Z)i f(y)—iADJ, 
C; = 5AI)/(*> = S^O.Kf, 
C, = 24D/W = 2JZ>,K*. 
Done 

oil Ton a fait pour abr6ger 
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— ^;; — — ^v — -■' 

Soit -&- = *', et ^'^'~^'^^ =^. 

On aura en snbstitaant les valeurs de C,, C,, X), et Z>j 

i^giill = 2 JK« = /f, doncJ=-il., 

2>, 2 • 2>, — 2 ; /(»)V2/(«)^Y ■ 

En snbstitaant les valeurs de ^') et de /*(') on en tirera 

f *(&'— 4sy)+2*>cP 

' 2(5*'— 46*)./* 

Connaissant f on anra 

Ci= */J — A'a — i^ — i!^=pC /•— *T 

2c ' 2/» ' ' 

Soit maintenant 

C+C,« i I i' 



'+ 



on obtiendra: 

/ {k + k's)dx r P__J*_ Jj f_ ^ 



)y/R 

+ -^iD\^^^\ \ -^ 

I 

qui est la r^dnctioii demand^e. 

28. Appliquons cette ^qaation an cas oil A: ==: et A:^ c= 1. 
Dans ce cas on aura 



• f • 
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/>,= 


= 


> 


_ 8« , 8p« 
*»* 8 


O e 


_ P" a8 
"88 2e 


0,r. 


p8 
" " 4» 






done 



ou Ton trouvera 

En substitoant ces valeurs on obtiendra 



f^=(e+ HVK)f-±^ + ifi -aVK)f. 



OU 



g 4!x8»»+P8»+pn»— 4PY8t 
2(8*+8p8««— 4t8««) 



4t\«p*— a8»/ 

y_4«/ ftp* — tt8« \ 

8 V4y8»— 8p6«— 8»/" 
29. II faut consid^rer s^parement les cas dans lesqaels quelques-uns des 
coefiiciens JT, £7, H deviennent infinis. 
Si Z>x ^ 0, on aura 

C = 2.iZ> . f(S) — ADJ^a(^ — Z>/) 



*' 
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A=A:', M^^=.k, done *. = 3JK^, J= ,^^ 
On trouvera A = -s- • — H -=- • -k-* "Oit -=— = i/, on aura 

_£ ^ ^ 

done -— =z kx-\-k-\ 1 : 

on trouvera de pins 



/* 



•^'-« .I/-.. 



/8 — ?•« 



D'apr^s la valeur de — il suit qu'on a 



/-^^^=[i7r-^-(^-*>]-/o 



ctr 



(jH-[JL).t/^ 



od Ton a 



4s7— 8« 



' 8s-t/s ^ 

Si Ton fait Ar==:0, &'=!, on aura 
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On a done la rielation soivante entre les coefficiens a, fi, ft ^ f 
(4«y_«j«)«_|_4a«(4«y_<j«)_32/Jde*~64a«» = 



30. Dans ce qui pr^b^de nous avons r^duit — . a la forme 

1 « 

On pent aussi le faire de la mani^re suivante 
Soit 

on aura 

ou bien 



N', 



Soit 
on aura 



(p'-^g'x-\-x%rip'-^q'x + x*)—ip-^qx-\-rx*)). 
iV= {p'-\-q'x-^x*){D-^D^x+B^^), 
D =f*p' — p 

D^-^Pq' — q 

- r. 



M 



=a(p. 

A{p' + q'x-{-x^)(^f. 



dR 



ds 
dR 
ds 



2R. 



dP 

ds 



)^ 



2ip+qx-\.rx^).^) 



Or 

done M= 

c'est-a-dire 

Soit M=z (p'+ q'x+x^XC+C^x+C^+C^x'), 

on en tirera C =A{f^—Zfpq') 

C,= A{2fr-¥p—^f9ql 
C^=A{3fd—Afq—Zfrq') 

C^=:A{4f6 — 4/r)=0 h cause de r=K 
Puisque C3=0, on voitqu'il est impossible de reduire i^integrale / ^ ^.^ 
de cette mani^re, mais comme f par la devient arbitraire on pent le determi- 
ner de mani^re que / — rg- soit reductible a une seule integrate de la forme 

/ ' ds 
{S'a)\/B 

Pour cela faisons D-f"^i^+^r*^=^a(^ — ^)*> 
d'oii il suit que D\ = WD^. 

En substituant les valeurs de />, D^^ , D^ on obtiendra 
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c'est-a-dire 

As''*— V) ~ P^q'—^p — V^) + q^"—^ = o. 

Cette equation servira k determiner f. Connaissant f on aura aussi J9, 

D^y D^ et d. 

Comme M doit ^tre divisible par x — a, soit 

C'+ C^x + C^x" = {x—a){k+kx) ; 

de la on tire 

C= — ok, C^z=k — ak, C^=^k, 

et en ^liminant les quantites k et k^ 

C,=i — ^ — aC^^ 

savoir C^a* + C^a + (7 = 0, d'oii Ton tire la valeur de a, 
savoir 



a 



On a 



±n^-^)- 



2C, . v'-a 



dODC 



M C+CiS+C^x* (k+k'x)(s—a) 

M k+k's k' , k+ak' 



N 'D^{x-a) D^ • 2>a(x-a)' 



Soit —-=1, on aura k^:=D^^ done D^'=^C^\ 

oil bien, en substituant les valours de ces quantit^s, 

r — r = J.(3/»— 4/5r— 2/r5r'), 
d'ou i'on tire 



/(35— 4y-2r90 ' 

or ^ = 7'5''-j-y; 

done A-=- "^ 



f{rq'-q) 



n 

Nous avons trouve Ar = — — , done en substituant 

t a 

k = —^ {fi—2pq% or fi=pq'-\- p'q, 

done k = ^{pq'—qp')=z if^-^)^9'-qp') 

g \iri ir f a(rq'—q) ' 

done . 4- = ^f-g< 

D^ a(rq'—q) 

Tome lecond. 16 
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V2>, ^ D^J V*^ a(rf—q)J (rq'—q)a 

MM 

Eo snbstitoant cette valear dans Texpression de _r, on obtiendra 



^ = Z. 



done f-%.^-L, f^^- „ + A .log(y •^^"^"!> ^ ^,; \ 
on fi = (/I -j- yar + rar')(j»' -f- 9^ar -f- ^*)> 

j} Pq'—qp'+ (rqi—q).a* 

(rq'—q)a ' 

/"* ( gr'" — V) — r(2yg" — ^ — 4p'r) + y ' — 4pr = 0. 

31. Appliqnons cette formule an cas on 7^=: 1, q' = — ^ et />' = p. 

On aura 

R-=i{-p-\-qx-\-x^^ — qx-\-x^) 

On tire de li f^.l±^^P. 

On a «=/-//' =-^.4. 

2(/« — r) 1— /a 2 

En substituant ici la valeur de f, et reduisant on trouvera 

a = ±Vp. 
On aura de m^me 

/(»•?'-?) «/? •(4/'—?*)" 

La valeur de L donne 

En snbstitnant les valeurs tronv^es, on obtiendra 

52. On pent par la supposition de P = f-\- f(.^)x + fWx^ r^duire I'in- 

— ^ de plusieors aotres mani^res, savoir en faisant les suppositions 
suivantes : 



1. N= 


= P* 


2. iV= 


= /»* 


3. N^ 


= />• 
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fl = a + /?;r -f- yar* + ^** + *^ 

-R = k{x^p){x — «)•, ^+p itant facteur de R. 

-R=i k{a^^px-j'q){x — a)*, x^-^px-^q itant facteur de R. 

Le troisi^me cas est celui qne nous avons traits ; consid^rons encore 
le premier. « 
On a 
(/•+ fx 4- fa^)*— (« + /?« + J-af* + (Ja* + far*) = %—«)*, 
done f*.—a= kt^ 

£/'—/? =: — 4A:a» 
/•'•+£/f— y= 6Ariir« 

f^—e= k. 

Par ces equations on pent determiner les cinq quantitis k, th fi f'* f*'-) 
mats on peut les trouver plus facilement de la mani^re suivante. 

Soit R=ii.{x — p){x — p'){x — p^){x — />*'). 

En substituant dans F^quation 

f^f'X'{-f'x^ = V(k.{x—ay + R) 
pour X les valeurs /i, p', p% />*', on obtiendra 

f-\^p^f^p^f^^=zi.{p^—ayYk 

f +p'^p + p^f = *•• ip"^ — «)*-K*- 

j, i' et i' d^signant le double signe ±. 
De la on tire 

{p — f)r + ip* — p'') r = Up — «)* - iiP' — «)') • Vk. 

En divisant par p — p\ on aura 

/•- + (f +y')/" = ^'-'^-J/-'^ -y*- 

De la nidme mani^re 

16* 
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De ces Rations on tire de mitoie 

,^ , . /^(p—p')(p-p') ip—p')(j>'—p') ip-p'Xp'—p') f 

De la menie manit&re 

V (p_p/)(^_p/») (;,_p/)(p/_p/»)T^(^_^)(j,/_^»)y;'' 
Done enfin 



r»n 1. ; • V 



*(»'—«)». f-p — i ^— -^^ — i ^)l = 

V (/»-l»')(/''-rP') ip—p')(j>'—p'")^( 



+ 



|V(p»_a)a t>(p'"— a)a 



oa bien 



(p_^)(;,/_;^) (;,_p/»)(p/_p«) 

. (j» —p')(p —p'Kp —p'") {f— pXp' —p'Xp' —P'") 



0. 



Done C — 2Cja + C^a^ = 

on 

C= ^! I -^ f-etc. 

(p-p'){p-p'Y^—p"') ' (p'-i»)(p'— p')(/i'— p") 

C. = ^ I ^^ h etc. 

{p—p'Xp—p'){p—p"') (p'—pXp'—p'Xp'—p"') 

(I * I t |_ gjg 

' {p-p'){p-r){p—p"') ip'—p)(p'-p'){p'—p"') ~ 

Quant a la valeur de i de i' et de i% on ne pent faire que i = 1, 
i' = ^- 1, i* = — |, car dans tout autre cas on aura f* = j/^A:, ce qui 
donne e = 0. 

Soit done i = 1, i' = — 1 et *» = — 1, on tronvera sans peine 

c =_2 pp''(p'+ p"*) —rp" ' (p +p') 
' (p—p')(p—p"')(p'—p')ip'—p"') 

C ==: 2 pp'—p»pf'> 

» ' (p— ?*)(?— p'")(/^—p')0''—p"') 



C,=-.2. 



p ^pi — pff — . 2|< 



>w 



(p— p*)(p-i»"')(p'— p')(p'--p"') 
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done 

iP-i-P' — P" — /'"')•«* — Z(jpp^'—p''p'^).a'\'pp'{p^-\'p^)^py{p^p') =;: 0. 
Connaissant a, on aura 

done I'equation /^* — e=.k devient 

Up^P'^P'^P"-^y - 1> = e = 1, en faisant e = I, 

done k— (p+p'-r-p"'Y 

[2(;i*+p«/)_4a][2(;i+p')— 4fl] ' 
' *^ ^ ~ ^ v/[2(;»+p')— 4a][2(j»»+p«')— 4o] ' 

^, p-\-p' +p» +p"'+ 4ka 

' ~ 2»/(l+it) 

II reste maintenant a determiner A et L. 

On a M=a(2N.-^—P.^), 

done iHf = — ^(o:— a)»(2a/ • + 4/+ (2/"' + 4a/*»)x), 

et par suite 

M lJ(taf'+4f) + A(if'+4af')s] 

N 



* — a 

Al^f'-\-iaf') I A^f'W)+^a(V'+Mf'') 

s — a 

L 



1 — 



done 



s — a 
1 



ou bien 



2(/' + 2a/*) 

2(/ + af + a«/') 
/'+2«?/"* 



J = — 



2 • [Qi+p' — 2a)(p»+p>« — 2o)] 

/ _ a l//" (g-p)(g— P0(g-P^)(g-P^) "^ 
xy * K V [2a — (i»+p')][2«— (/»•+?"')] >' ' 

Connaissant ces valears, on aura: 

/[ ds __j^ f dx^ 

* yf+f's+f'*^ —V [(*-:P)(«^-f')(*— J»*)(*— P*")] -^ 
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33. Appliq[aoDS cette Equation aux cas suivants: 

i. /!' = — /?,//• = — p^. 
2. /?'^= — /?, /!■» = — p*. 
Dans le premier cas on aura 



1 y _ V/[(«»-j^«)(«'-p^>)] 

^— 1^' ^ -a ' 

Done A et L sent infinis. 

Dans le second Qas, on aora 






Done 

Do-c ^.l.g(|±^)=-i_.„e.g.-^, 

et enfin 



•/ •[(•r* — l>*)(x«-:p'«)] ^ ^^'•/ (jr— 



ds 



(jr-/pjiOv/[(x»-ii*)(x«-/i'«)] 

1_ arete ( (P-P'^'y^l('*-P^)(''^-P'^)^ ^ 

On a (a:* — ;'*)(^* — J^'^) = (^ —V){^—V%P^ +iP)(^ +;>') 

Soit />+/?' = y, et /?/?' = r, on aura: 

i»* — «P + ^=Oj 

/^ = iy + iK(y' - 4^)^ P' = ^9^ - iK(y' — 4r) 
/I — p = >^(y* — 4r), V/T?' = Kr. 

Done 

f ^ = %Yt f^ ^ 






/ V/C^r*— 4r) °. V 2rv/r— 9«x+2v/j 

la m^rne formule q[a'on a tronv^e plus haut, mais sous une autre forme. 

34. II est a remarq[aer qn'on pent toujours snpposer que P n'a aucun 
facteur commun avee J? ; car soit R=:R.r et P = JP'r, on aura : 
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~ "^VP'.yr— «/jr/~^ ^\(P'v/r— et/J«0^/ 

— ir'"& Vp'v+ ^j?'— ap'Qi/rjjv"^ ^ V P"— Q'^ J? /' 

dans laquelle expression P* = P'*r + |p*i2' et |p' = 2P'Q; et il est visible 
que jP" n'a point de facteurs communs avec R; done etc. 

Voili la raison par laquelle nons avons trouv^ la m^me formnle de r^duc- 

— ^, soit en supposant P facteor de Ry soit non. N^an- 

moins il est ntile de supposer P factenr de R^ car les calculs deviennent par 
la pins simples. 

Prohleme IL 

trouver les conditions n^cessaires pour que 

35. On pent se convaincre aisement par un raisonnement analogue k celui 
qn'on a employ^ dans le probl^me precedent, qu'on doit faire 

Q = e + 6«.^ + eW.o:* + . . . + c(*-^).a^-^ + of" 

n ^tant un nombre entier quelconque qui satisfait a la condition: 

Soit a:* -f Z^'^) . ar-^ -f- . . . 4. /'a:+ /= {x—a)(x—a'){x — «•) . . . (;r— «(-^»)). 



Ttr 

Pour que -^^ soit reductible a la forme: 



jpm ^ /(m-1) .^m-1 + ... + / (jT— .fl)(ir— a')(j:--a'«') . . . (*— a(«-J)) 

il est clair, selon ce qu'on a vu prec^demment, qu'on doit faire 

N—P'' — Q^R = C{x—ay{x—aYX^—a!'y\..{x—a(^^)y''''^= . (1) 
oil 2w + 4 = ^ + ^' + iu-* + . . . + AiC-^^). 

11 s'agit maintenant de satisfaire a cette Equation. 

Premih^e methode. 

56. Supposons que {x—aY{x—aY • • • (x—d^^'^y^"^^ 
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on aura 

p« _ (pa/? = C^^ _j_ ^1) . a: -f. ^C") . a;* + . . . + ^«»+») . a*H^ + a*^) 

= (^ + /•« . a: 4- /X«) . a:* + . . . + /^-+») . a^»)* 
~{e-\- e(^) . a: + «(»). a;' + ... + «(""*) . a:-* + ar-)« . (a-|-/?ar+yar* + Sa^-\-ea*). 
En d^veloppant et comparant les coefiiciens on tronvera r4q[aation g^n^rale: 
/•/"W _j_ f(i)f(j^-i) + fi^)f(p-^) -j- fWfO'-») + etc. 

_ «(eeW -I- e(i )e(p-^) _[_ g(«)eCr-2) 4_ f (8)err-») + . . .) 

— fi{ee(f-^) + c(Oe(^-«) + e(*'e(^') + eWef'-») + . . .) 

— d(ee(^) + eWe(;-*) + c(«)cO-») + e(')c(^) + • • •) 

— *(«ef'^) + e(Oef?-») + e(«)efr-«) -j- eWcO-^) + . . .) 

En faisant dans cette Equation successivement 
ja = 0, 1» 2, 3, 4 . . . 2n-^5f 2n-{-4: on obtiendra 2»-f-5 equations et ces 2n-^5 
Equations contiennent les conditions qui resultant de T^quation (1). 

On pent par ces Equations determiner les coeiHciens e, e(^) etc. /*, f(^\ 
/"W, etc. en fonction de C, a, a', a", etc. 
~ D^terminons maintenant la valeur de g(f\ 

En prenant le I'ogarithme on a: 
log(5r+5r(0 .ar+ /*) . a;* + . . . + x"^) = fi log(a?— a) + /*' Iog(a?— a') + . . . 
done en differentiant 

^(») + 2^(«).»+... + (2«+4).x«"+» (J. , n' , (JL 



^+^:^+-r^+- 



done 



j: — a 



— r- ii • — — J 

-L£^». § S 5- 

* ^ s—a** 

+ etc. 

Le coefficient de ar^") dans _*_est=—Cl^+l^+i^ +...+ -£-.)• 
Done il est aise de voir qu'on aura 
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''^i 



nr 



(?+»)•/'+" 



(5) 



+ etc. 

En faisant /I = 0, 1, 2, 3 etc. on determinera aisement les quantites g^^\ g^^\ 
etc. par ^r, et celle-ci est egale a a»^. «'i*'. «••»*'.. .(a^—*))»*^""*\ 

Seconde methode 

57. Soit/^ = Far, Q — fx, R = (px, 
on aura d'abord, en faisant a: = a, a', a% etc. les m Equations suivantes : 

(Fa)* —{faf.tpa =0 

{Fa')* — {fa')*.(pa'z=zO 



De ces equations on tire: 

Fa =z-^fa .V^(9)«) =i .fa .}^{(pa) 

Fa' = ± fa' Y{q>a') = i' ./«' .V{(pa') 
Fa!'=i± fa"* Viv^") = i^'fa" . KCv^") 



0. 



. . .,(4) 



En differentiant la premiere ^ — 1 fois, la seconde /u' — 1 fois etc. on 
obtiendra par rapport a a des equations, qui deviennent toutes de la'^forme: 

. dr.Fa=±(^dFfaY{(pa)+pdr'Ya.dy{(pa)+ ^^^ rf>'-^F«.rfV(<P«)+etc.+/a.rf>^(q)a)) (5) 

On aura des Equations semblables par rapport k a', cP^ etc. et en faisant dans 
toutes ces equations . 

/i = 0, 1,2, 3, 4.. ./ti 

/? = 0, 1, 2, 8, 4 . . . iw' 



Tome second/ 



17 



etc. 
on obtiendra les Equations n^cessairea pour d^tennmer ^ ^^\ ef^\ etc. f^ f(^\ 
/t«), etc. 

Ces equations ont I'avantage d'etre lin^aires par rapport a e, ^*), cW, . .. 
fj f^^\ f^^\ etc. ce qui facilite beaucoup la determination de ces quantites. 

38. II reste maintenant k trouver les coefficiens k^ k, k*^... etc. et A. 
On a 

TLT A ^ <ur as / 

. M J \ dx ' Nds ) 

ei lv=— ^ q, '•> 

^ = .JL_ +_J^+ -J^ + _1^ + etc. 

et — = A ^ -^ ^ ; 



done 

2 . 5f P , t 

k + M^).ar + K*).ar» + . . . + )t(— ^). o:-^ + or* = J ^-— ^ (6) 

En d^veloppant le second membre on aura aisement les valeurs des coefficiens 
k, k^\ k(^\ etc. et A. 

Ces coefficiens peuvent aussi dtre d^termin^s comme il suit. 
Soit a: = a, on aura iS = et f = /<(« — a!) \a — «•) (a — a^) . . . etc. 
done 

Ar-f *(*).«+ A:(^).a*+ArW. «*-f . . . + arz=—fiA . ~ .{a—a%a—ff){a—ar). . . etc. 
or -^ = ±V{^>a) = i'V('pa)^ 

dooc Ar4-A^*^.a+AK*).fl*-f--'-H-«'"= — ifiA.y^q>.(a — «»)(« — a*)... 
oa bien, en sapposaat t ^^ ^x^ 
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En mettant au lieu de a successivement a, a', a*, etc. on 'attni'>les-^qfc6tions 
soivantes: 
k -I- AKO.fl -|-M*).a* + . . .+*(—»).«•:» -f-ff- =:—ifiA .Viva) -Va 

k + /K^).a' +*(»>. o-* + . . . -j-*(— »).«'— * +«"" =— iV^ • V(a>a') -V^' 

k 4- A:<»).a»-|-AK*).flr*+ . . . 4-AK— »).o'— * 4-a»-=— «V-^ . K(9)a») . Vo" )(7) 



■ ! 



Au moyen de ces Equations il est aise de determiner Ar, k(^\ k^^\ k^^\ etc par 
Aj Oj a\ a^j etc. 

On tronvera 

A= i . 

or A(**-^> = ^-f /i' + ^'' + ... = 2» + 4 

&(•-*) = — fi{a' + «• + «^ + . . .)) [ /^(/(•^'> + a) 

— ii\a + a- 4- ^-» 4. . . .)( 14. fi\U^^) .f a*) 

— iu»(fl 4. a' 4. «• + . . .)/ ~ 14- ^«'(/(«-*) 4- «•) 

— etc. ] ^4" etc. 

done A(— *) = (2» 4. 4)^"^^) 4- /la 4- /I'a' 4- /i^o* 4. . . . 

on tire de \k 

59. Appliquons ce qui pr6c6de au cas oil fi :=z fi' z=i fn^ z=i etc. = 1. 

Dans ce cas on a m^2n^4t. 
Les seules Equations qui sont n^cessaires dans ce cas, sont les Equations 
(4) et (7). 

Considerons d'abord les Equations (4) 

f-\-f(.^)a +f^^)a' + . . .+/•(-+">.«-+» =: ifa Yitpa) 

f+t(^)a> +/t*)«'« + . . . + /t-+*).ar»+« = i<fa< y{,fa') 



On pent aisement eliniiner les quantit^s f, f(-^\ f^*\ etc. de la maniere sai- 

vante: 

17 * 
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On a, comne on sait, 



a'^-r-^ ^w 



+ .,.:..: ,.. + ..".,'.n + etc. :^ 



(a — cX^—^^'K^— «'")••• {a'—a)(a'—a^)... ' (a^— a)(a^— a').,. 

p 6taiit un Dombre entier positif; 

on bien — r— r + -i r • • •+ -r— 7 — rr- = Oj 

lorsque p <m — 1 (< 2w + 3). 

Done si Ton multiplie la premiere des Equations prec^dentes par - — , la se- 

conde par -y-rS ^^c- ^t qu'on les ajoute ensnite, il est aise de voir que la 
somme des premiers membres devient egale k zero si p <n-\-i. On a done 

. gP. Vi^a) f^j^j,^ a-P.V{^a') ,^„,^,>^ a*»-.W<p«') . /j.^ -|- etc. == . (9) 

£n faisant dans cette equation saccessivement /? = 0, 1, 2, 3, . . . n on obtiendra 
/!+ 1 Equations par lesquelles on determinera les n quatit^s e^ ^(^), «(*), etc. 
e^^^\ et on trouvera de plus la relation qui doit dtre entre les quantites a, a\ 
a\ a^ etc, 

40. Supposons que 72 = 0. Dans ce cas on aura 

fa = fa' = /*«• == etc. = 1 ; 
done ['equation precedehte devient: 



(a— fl')(a— fl^)(a— fl'") * («'— a)(fl'— fl^)(a'— C") 
J «^.t/(9g^) I f^^•(9fl^^0 Q 

C'est la relation qui existe entre les quatre quantites a, a', a*, a**. 
Les Equations (4) deviennent: 

En multipliant la premiere par —, ^^ etc. et en ajoutant ensuite 



on aura: 



f ( \ I \ 4-etc^ 

-- «V(9g) |_ f- •(9«') I etc 

o(a— o')(o— o'Xa— o**) o'(a'— «)(a'— o*)(o'— *») "^ 
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tfoii 

— f=^^^n 7ti xv— r-*K(y^) + ^' / . w , w-r r-K (qPfl) 

+ *" • (a^_a)(a-'-a')(a^-a-) '^^"f^^ + ^*'' ' (a--a)(a--a')(«"^-«^) ' ^^"^^""^^ 

De la indme maniere 

/•(«) _. »V(9«) J _jV(9«0_ I t>.v/(9fl^) 

^ (fl— fl')(a— a-') ' (a— fl)(fl'— a^) ' (a-'— a)(fl^— a') ' 

et ensuite 

Connaissant /*, /*(*), f^^y on aura aisement la valear de A par Tequation (8), 

* ■ • 

qui devient dans ce cas 

A-, A:(^), Ar(*), et AK*), se determinent par les Equations (7). » - '^ 

On pent aussi determiner les coefficiens de. la maniere suivante. 
Soit R= (x — p) {x — p') {x — />•) {x — p% et dans les Equations 

P = y{R + C.S), 5 = / + /(^) .or + m.x^ + /(3).ar» + o^ = ear, faisons 

x=zpf p\ p", p^j on obtiendra 

/•+^«../xo+p*«.^(«)=|/c.K(e/»"'). 

En eliminant f, /'(^) et /(^), il restera I'^quation: 

V[(;>-8)(j>-n')(y-«')(p-a"')] , ^[(j,'-aXp'-a'){p'-a'){p'-a"')-] 

(p—p'Xp-p'Xp-p"') . (p'—pKp'-p'Xp'—p"') 

(p"-p)ip'—p'){p"-p"') "*" (i»"'-p)(p"'-i'')(i»'"— P") 

qui exprime la relation entre a, a', a*, a*, et qui est plus simple que celle 
trouvee plus haut. 

41. Supposons maintenant que m = 2. 
Dans ce cas on pent faire les suppositions suivantes : 

i. />3 _ Q^R=: C.{x—a) (ar— fl')'""^' 

3. />«_|p«/2 = C.(a?— «)»(;r— a')"^' 



» + 1 . p» __ Q^R — c.{x — o)-+» : (i— «♦)**■•. 



m 

Dans tons ces cas les Equations (7) deviennent 

* + K^).a H- a" === — A.{a —a') .Vifa) 
Ar + AK*).a'+ a'»= — A. (a'— a)y{(pa% 
d'oii Ton tire 

;i(i) = _ (a + a») _ J . (^{(pa) -\- K(<P«')) 
A; = <ia' 4- A(aY{fpa) + a|/'(9)a'))- 
Les autres coefBciens se d^tenuioent par I'^qaation (5). 
Je vais les ^vainer dans les cas on n = et n = 1. 

1. Lorsqae n ^ 0, on pent faire 

a. P* — R= C.{x—a) {x—af)\ 
on b. /»* — fl = C. (a: — ff)«(a; — «•)*• 

a. Si /*' — /? = C.{pe—a){x—ee)*. 
Dans ce cas i'eqnation (5) donne 

Fa = K(g>«) 

Fa' = KCv"') 
d(FaO = ^. '''"' 



• (?«') 



ou bien 






2/'(*) 



1 9'°' _ t (9'«')' . 
IT-VW)" ^V[(9«')»]' 



done /-(«)=i. g9«--9V-(9'«')' 

^1) 1 9'g' ^ 2ya'9'g' — ((p'g')" 

' '* V(9o') 4 ' 9oV(9«') 

/•— T/r«,«^ "' 9'«' _L «'* 89«'.9V-(yV)' 
/•_|/(9,a)-_. _^^_;^ +-^ 9«v(9«') 

et la relation entre a et a' devient 

ou 

KM . V(<pa') == va' + i (a - «')?'«' - 4 (« - «")* P9«'-9V-(9V)'3 . 
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On aura ensuite A par r^qoation i 

A=: — ^ 

42. On pent ao^si troaver ces ^qdations de la mani^re saivante. 
On a P = V(R + C(x — a)ix — a'y). 

Soit R^=(x—p){x—p')ix—p'){x — p") 

et faisons xs=zp, p', pf, p", 
noas aorons 

f+fw.p +fm.p* =i/-c,v((p-«)(p— «')).(/»— «') 

f+ f^'^-P' + r^'P'^ = VCY({p'-a)ip'—a'))Ap'^a') 
f-\- /"('^.p* ,+/■(*>.?•* = VC.V(ip'—a){p''—a')).{p'—a') 
/• + /•( 1 ) .p« -I- /•(« ) .p" = i^C. V^ip" — a) (p" — a')) . (/»• — a'). 

En ^liminant f, /*<^) et f(-*\ on aura entre a et a' la relation snivante: 



« ! • • '•..!•.< 



(P-P')ip-P')(p-P"') "f 0»'-pXp'-?")(i'-r') 



(p'-<,')v/[(y^-a)(;,"-o')] ■ (p«>-a')v/[(p>/>-o)(pw_a/)] 

"^ {/'•-:p)(p"-i^Xi'-"') "^ (r'-p)(p"'-i'')(r'-p') 

Dans ce cas I'^quation (5) donne 



0. 



.' — ' 






Des deax demieres equations on tire 



' 5^' (a— o')v/(<po) "«■• (C— a)t/(9«') 



.» ^Z— M^'^' 



' ~ '• (o'— fl)v'((po) ~^' («-a')v/((po') ' 
£n sobstituant ces valeurs dans les deux premieres, on en tirera 

*^ ' II— a' \/(9a) * ^' a' — a \/(9fl') a — a' 



et 



T/-W - Kto^ _ i (. - «0 (^+ ^) = 0. 
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On a ensaite 'i''^-^' !■■ ■ •••' 

^^ 1 _ _ 8 

+ 



En sobstitaant ces valeors dans les expressions de k et k'y on obtiendra : 

9 a 9'a' ' 

\/(9fl) •(9«'> 

^ ' -^ ' 9'fl 9'a' ^ ' -^ ' 

Par ces valeurs on a: 

* + *'* + *« an' — (a+a')x + j« + 2A + 26'j 



—-14- 2ft + 26^jr 

Done on aura 

•/ v/(9j) •/ (x— fl)(x-fl') * \/(9x) ~ * ^ V P_ v/(9j) / * 

La relation entre a et a^ pent aussi s'exprimer de la mani^re snivante: 



{p-pOipyXp-p'^) • (p^'P){p'y)ip^-p''') {p'''P)(f'P'){p'''p'') {p"'-p)(j^'p'){p"'y) 

ou 

iP 4"P' — P" — p^)tta* — ipp' — p^p'^){a 4" ^0 + pp\ p" -j- P^) — p^p^{ p -f" pO == 0, 
d'oii Ton tire 

_ (PP' — p''p"')a + (p ■\'p')p^p'' — {p" -\-pf'*)pp' 



0, 



a' 



{p +/i' — p" — />"')« — pp' +/i^/>'" 
43. Snpposons maintenant qne 

/^* — R=zC{x—p){x—a){x—ay 
X — p etant facteur de ff. 

On a done P z={x—p){f-\-f^^^ .x\ 

done (/■+ /'(^).a:)^ = ^^-P'^^^-f^^^^r) » ^, (x->a)(x-a-)^ 

^' ' ' ^ X — p ' X — p 

Faisons x = p% p*, p"*, on aura: 
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En ^Uminant f et /"C^), on aura: 

(p'-aOV(p'-a) , (/>•-«') v/(p'-a) . 0>«'-a')v/(j>">-a) __ n 

(p'-p'Xp'-p^Wip'-p) "^ (/''-i')(;»":r)/(;''-p) "^ ir-p')ir-p'Wip"'-p) 

d'on Ton tirera 

/ -gy. V'(p'-a) + B'.p'. v^(p'-a) + B" .p^,V^(p^-a) 

B.\/{p'-a) + B'.\/{p'-a) + B».v'{^-a) ' 

en faisant pour abr^ger 

B = , 1, ^^ ; , ^' =7 w ^, , r, &> ^ 



ip'-p')(p'-p"W(p'-p) ip'-p){p'-P'')v(p'-p) (p"-p){p''-p')V{p'-p) 

44. Dans les trois num^ros pr^c^dents noas avons consid^r^ le cas ou 
m = 2. Snpposons maintenant m.z=.\. 

Dans ce cas un a 



J S'-a VB, ^\P—Q\/R/ 



k se determine imm^diatement par Tequation (7) qui donne 

Ar = — a — fiA. V^(<pa). 

Les qaantit^s A^ a, /*, /"(^^ etc. ^, ^(^), ^C*), etc- se d^terminent par Teqaation 

(5), qui donDe les suivantes: 

Fa=:fa.V(tfa) 

dFa = rf/« . K(9«) + /*« • ^(V^) 



m 

Par ces ^qaations qui sont toutes lin6aires par rapport ^ /*, /*C^), /"W, etc, 
^9 ^^), ^(^) etc. on peut determiner ces quantit^s et a, mais par des calculs 
assez longs. Je donnerai dans la suite une m^thode sure et directe de deter- 
miner ces quantit^s dans tons les cas. Pour le moment je vais resoudre le 
probl^me en supposant 

(2 = 1 et P* — i?==C.(a:— /i)(ar— <y)*, 

X — p etant facteur de R^ et R-=,{x — p)(x — f>){x — p^)(x — p**). 

Soit p = (a;_p).(/-4./-(^).ar), 

done (/•+ /-(O^r)^ = (x-;>-)(x-~;i-)(x-ji^^) . ^ {x-aY 

Tome second. 18 
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En faisant successivement x =p\ p', p^t il 

f+fc^).p' =yc.{p'-a).y(j=^) 

Oa a de plus 'en faisant ar = 

En diminant /* et /(^^ entre les trois premieres equations il r^sultera: 

De cette ^qaation on peat tirer la valeur de «r, et celle-ci etant connue, on 
aura aisement les valeurs de /", f^^^ et C^ que je me dispenserai d'ecrire. 

45. De requationy!£±i- . -^ = J.log (Z±_|^) on tire en sub- 
stitoant la valeur de A: = — a — ijAy^{(pa) : 

done 

/i_i! = 1 fjf^ .!_ . log rz±«^y 

De cette mani^re on trouvera done toutes les int^grales de la forme 
§" %r — — qui peuvent se reduire a rintigrale/— -^ moyennant une« fonction 

logarithmique de la forme ^-logf ^ o/n \ ^^ donnerai dans la suite la 

resolution de ce prqbl^me dans toute sa generalite. Elle depend, comme nous 
venous de voir, de la resolution de I'equation 

Pour le moment je remarque qu'on pent lui donner la forme 

En effet soit 

P = /; -f f[^){x — a) -f f[V{x—af + • . . etc. 
|p = Ci+ ^p(ar— a)4. ^p(a:— a)* -f . . . etc. 
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on aura, en faisant y = , x -^ a == — ; done 

X — a y 

^ » ^ y* ^ y' ^ jf* y^ 
et en snbstituant et multipliant par ^^"~^, 

p^^ — Q^^R — C. 

Done si Ton pent r^soudre eette equation, on pent aussi resondre la proposee. 

La resolution de I'^quation precedente sera donnee dans le cours du pro- 
bleine suivant, qui consiste a determiner Ar et R de la mani^re qilie Tint^gral^ 

/ y i' — devienne integrable par la fonction logarithmiqne A . log f "*" ^ y V 
46. Nous avons vu dans ce qui precede que si Ton a 

(s—a) (x— a') (or— a") . . . ( j— « («-^ ) ) ' "VJT ~ * ^^ VP— ^/K/ 

il en r^sulte necessairement m-]-l cHinditions entre les 2m quantites a, a\ 
a% . . . «("*"* \ At, AtO . . . A("*"^); on pent done prendre m — 1, mais non pas un 
plus grand nombre de ces quantites, a volonte^ et puis determiner les autres. 



II suit de la qu'on pent faire 

{s—a){S'-'a')...{s—ai^'^)) (jr— tfi)(jr— a") . . . (jr— «("-^)) 



■ f . 



X — c "^ jr — c' s — c("~*) 

Arj(""*), Ar^('^*\ . . . A:j(*), Ar^, «, a', a*, . . . a("-^), etant quelconques, d*6u il r6sulte 
qu'on pent exprimer Fint^grale » * 

(jr— a)(jr— a')...(jr— a(»-i)) * y^S 

? Wl? ' 

/* dx ' 

-y-^ par n integrates 

dela (ormet-j————, dont les n — 1 sont arbitraires par rapport k a. 

18^ 
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Prohlbme HI. 

Trouoer toute» le» integrates de ta forme I -^ .\^ qui peuvent ^tre esprim^e par 



lafonction A.tog^ p^g.^ ) 



47. Puiscpiey^^fi^^ = J.log (Z±|^), on aura en diflterentiant 



X -f-A = 



\ ds ds / 



N^P^—Q'^R. 

Poor que Feqaation -^ = a: -f- k puisse avoir lieu, ii faut que iV= const. =c; 
on a done les deux Equations: 

c — P* — Q*R', 
on bien en supposant c = 1, 



1:=P* — Q^R. 

La premiere Equation n'a aucune difficult^. EUe donne ais6ment les va- 
lours de A et A:, quand P et Q sont connus. En effet soit 

P =/+ f^^l ar -f- . . . + /(-+«). ar-+«, 

J2 = « + «(*) .a: -f- ... -f- e(") .ar", 
on a en substituanlT 

, . 2^.(« + 2)./(»+'').x»+i + (n + l)./('H-0.j« + ... 

d'oii Ton tire 

4 __ 2^. («+2) ./(»+«) 

1 ^00 ' 



done 



A 



(2« + 4) ./(»+«> 

/(0.e(") 
(«+2)« ./(»+•») 



(1) 
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Considerons maintenant I'^quation 

et cherchons k trouver les valeurs de P eX Q. 

Premiere methode, 
48. La methode la plus simple qui s'^offre est celle des coeflfieiens in- 
d^tennin^es. Substituant done les valeurs de P et j^ on obtiendra: 

(/L|./-(i).ar4./(«).a:*+...+/'('-H*).a^«)«--(«+«(i).a:+- 

En developpant et eomparant les coefBciens on aura les Equations suivantes au 

nombre de 27i -{- d 

f.f(r)J^f(i\f(p-^)J^f(V.f(r^)^fX^\f(j^) + , . . 
— a{e . «W 4- eW . eO^^) + e(«) . e(^V + . . .) 

En faisant dans cette Equation successivement ^ = 1, 2, 3, ete. jusqu'a 
2n -}- Ay on aura les Equations n^cessaires pour satisfaire a Fequation 
P* — Q^R = 1. 

Ayant 2?i -{~ ^ Equations mais seulement 2n -f- 4 coefficiens ind^termines, 
il est elair qu'on obtiendra une relation entre les cinq quantites a, /?, y^ d, e. 
En faisant dans Tequation (2) j9 = 2?^ -{~ ^9 ^^ obtiendra 

done /•(*+*) =«W.Kf. 

En substituant cette valeur dans les expressions de A et de kj elles deviennent 

j= I , 



; = .... (2) 

V 

.) 
.) 



49. Avant d'aller plus loin je vais appliquer la methode pr^c6dente en 
supposant n = 0. 

On a dans ce cas |9=c, P = f-\-fi^).x + f(*y.^*. 
Les Equations (2) deviennent done 



■ •> 
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/•(^)' + 2;f (•) — ye« =: 0, 

2/tO/t«) — dc» = 0, 

/^•)' — ««• = 0. 



On tire de ces Equations 






2/6 2v/'(p«6» — a68«) 



e 






v'(P«6 — o8«) 
En substituant ces valeurs dans I'equation /*(*)" -f- 2;fO — j^e'ssO il viendra: 

4^ + -f- - y = 0, done y = — + 4-. 



Celle-ci est done la relation qui doit avoir lieu entre les qnantites fi^ y^ 6 et f. 
11 est remarquable que a ne s'y trouve point 
Par les equations (3) on a ensuite 

On a done 

ds 




^'^^^'^' _J_ log (l±3^^. 



i/r D /'*' « p6\ « . . J */« vp— «•« 



An reste cette iotegrale est facile k trouver; car en faisant :zr-|--T-=y, 
on aura 

f ydy 

integrate facile di trouver par les m^thodcs connues. 

50. Les equations (2) ont Finconvenient de n'^tre par lineaires. On pent 
trouver un syst^me d'equations lineaires qui les remplacent de la mani^re 
suivante. 

En mettant — au lieu de x dans I'equation 

y 

on obtiendra une Equation de la forme 
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dans laquelle 

fy==e.y* + c(»).3r» + ... + e(») 
yy = ay* + /?y« + jy* -f. (^ 4- e. 
n est clair que I'^quation 

aura lien dans la supposition de y=0, en la diff<6rentiant 2ra-|-S fois de suite. 
* On a done les Equations suivantes: 

dFy = dfy . V((py) -f- fy . d[^i(py) 
d*Fy =z d^fy.V(q>y) + Ufy.dV'in) + fy.fPVivy) 



d'^Fy=ut*^fyY{9y)+(^n+5)d^Yy.d]^((py)+ (^+»)p^^) «P»+i^.rf«|^(yy)+...etc. 



En faisant dans ces Equations ^ = on aura 

Fy = /-(-+«), 

^ = 1.2.3... ii/'C^), 
De mdme fys=€^*\ 



dy 

rfy« 



1.2.e(-*), 



— = ' 1*SS«9 • • • l%*Bm 
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rfV(9y) _ 8P 



</q>Sr 






2/6 ' 



5« 



2<'»*-V'(?y) 4rfira5pyt/(({)y) 



^6 4$v^« * 

(8rf<py)' ^ 



rfy»\2v'(9y) 4<py/((py) "•" 8(9y)a/(9y) 



^6 2s\/e ' Sc'v's 

De la mdme mani^re on trouvera — ^^ ^^' ^^ supposant ^ =: 0. Pour 

If 

plas de simplicity, je d^signe par c^^ la valeur de — ^^f^r en isEusant y = 0. 
En sobstituant les valeure troav^es on obtiendra les Equations saivantes: 

/•(«-M^«) = c . c(-^) + c(») . «(--i^») -f. £^ . «(»-^«) + £i!L . c(--H^) + etc. 

2 2«o 



/t>) 



' 2 ' 2.3 



""'''•' + ••• + T^^ • ^■' 



^^•*^T1^'* + r»T** ^^'-^ 1.2... («+2) •* 











"2 



!.3 ~ 2.3.4 '^2.8.4.5 ~ ~ 1.2...(«+3) 



. c(-) 



(♦) 



^-^-L. e 4- ^'^'^ c(^) -4- 
2.3.4 ~ 2.8.4.5 ' ~ 



^ 2.3.. .(«+4) '*^ 



I4d 



2.8... ;» ~ 2.8... (p + 1) -r • • • • -T 2.5.. .(„+^) '^ 



i ' IH 










SI. Ces 6qaations sont, comme od le voit, tr6s commodes pour determiner 
les coefficiens e, «(*), ^(*) etc. et /*, /*(*), /"(*) etc. Les w+ 1 demiferes don- 
nent les coefficiens e(^), e<^*), ...eW en e et de plai& ufae* relation entre le^ 
quantites €^*\ c(^^ etc. Les ^ -)- 2 premieres dpnnent ensuite immediatement 
les coefficiens /*, /^^), /t*) etc. en e. Celui-ci est arbitraire et disparait du r6- 
sultat, comme il est aise de voir. Si Ton fait A: = 0, on aura /*(^) = 0, d'ou 
il resultera une seconde relation entre les quantites c^^\ c(^) etc. Au reste 
cette supposition ne diminue pas la g^neralite du probl^me ; car en faisant dans 
le resultat x=:y -^^ k, on apra la mdme int^grale que si Fon n'avait pas sup- 
pose Ar==0. Soit done f(<^)=zO, on voit que 

/ sds 
•(a + pjr + yjr^ + Sjr^ + eJT*) J 

peut s'exprimer par des logaritfames, toutes les fois qu'on a entre les quantites 
^9 ^9 79 ^9^ l^s ^^vcL relations qui r^sultent de I'elimination des quantites ^, ^C^)^ 
^(^) etc. des n -f* 2 equations 







2.»...(«+3) ~ ~ 1.2.8... (2n+8) ' 

S2. Appliquons ce qui pr^c^de au cas ou n = et n = 1. 
Dans le premier cas on aura 

La demiere Equation donne 

d'oii y = -f -t J- comme nous avons trouv^ plus haut. 

Soit maintenant n= 1. 

Tome second. 19 
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Sfans ce cas oa\a 

Z*S Z«3«4 



e 



2.S.4 ' 2.8.4.5 ' e 



eCD 



En ^liminant il viendra: 

e 

^0).^(4)_2cW.cW=:0 

De ces deux Equations on tirera en faisant £ = 1 et /? = — a^ ce qui 
est permis : 

d=ii et y = — 8-' 
On a done 

fi = a?* + ar* — 3a?* — aa: -f- a. 
On tronvera de m^me 

c=l, c(^y = 1, €?W == — 4. €?(•) = — 3a + 12, 

done ^(*) = ^^ .^= ^ c = 1 en faisant « = 2, 

/•(») = ^O) = 1, /t«) = ^ 4- ^0)== 3, /-O) = « — 2«(*) = 0, 

done 

jr»+ax*-2- -^ +(x+2)|/(**+2jr»-ajr«-()ur+a) 

2 

jr»+8jr«-2- -s" -(j?+2)|/(jr*+2jr»-8jr*-ajr+a) 

S3. De r^atioa P^ — 1 = j^'iZ on tire 

(P + 1) . (P — 1) = (p«/2 = P" .(?'*. /2' . i?" 
en faisant Q = P',Q> et R = R'.R'. 
On aura done P + 1 = P-^iZ' 

P — 1 = Q'^R', 

d'oii I'on tire P = |(P'*A' + (p'»/2») 

2 = P>*R' — Q>*.R'. 

Cette Equation est plus simple que I'^qoation P^ — • j^*A = 1. 
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En mnltipliant par R on aura 

(P'RY — Q^ — iR. 

On pent done mettre P^R et j^ i la place de P et j^ dans I'expression: 
log ( p^ o!/») ' ™^** ^^ ^^'^^ observer que A change .de valenr, k moins que 
A' ne soit constant, comme dans Vexemple pr^cident 
Poor montrer I'usage de Teqaation 

soit i? = ;c* + 2f ar -f- p, iJ* = ar* -I- iq'x +/»' 

et P' et j^ deux constants. 

On anra 

done P" = I?-*, y = y', i=ipP'*^ p'Qf\ 
et de la P = jp' =^ ^* 



p-'i?' - 1 === -1^ . (^« + 2^x + ;,) - 1 = »fl±i2L!;£±iL 






done 

V'[(jr*+2yjr+p)(x«+2y'x +/!')] ^^ ^ V2jr« + 45*+;!+^' — 2^/*/ 

ce qn'on pent ais^ment verifier en faisant x^ q'=.y. 
Soit maintenant 

•m%0 JT + III /%y X + IW' 

I 

On aura 
d'oii Ton tire 

= p — Tp' + 4my — 4m'y' + m* — m'* 

19* 
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on aura 2y = r + »i' — ^ ' 

• ■ . ' ■ * 

2r*= ^r(m' — m)» + ^(m — m^ (m« — m*m'— m'^m-f-m'). 
Par la od obtiendra 

JT* + (m + m')jr + mtn' 



Q= P^iT 



C 



2 



done « = J^,/-0) = ^!yLl^,„ = 2, 



C* ' c- 



(« + 2)/6 e * mm' 

or 2mp = r(3mm' — m*) + »** — m'*m — 2m*m' 

2m*y = rm^ + rn'rn^ — m\ 
done 2mp -f- 2m*y =z= Srmm' — m'^m — m^m^ 

et par \k Ar = |^(3r — m' — m). 

L'integrale chercb^e a done la forme 

/(s + k)ds 

Soit* = 0, on aura r = -??^, 

done 2y = %m* — | m, 2q'=:^m — |m', 

de la m = 2y' + y, m' = 2y + y' 

3m' — m = 5y + y', 3m — m' = 5y' -f* ^ 
I m* =r 2y'^ + 2yy' + ^y% ^m'* = 2y* + 2yy' + ^q^^ 
mm' = 5yy' + 2y^ + 2<7'*, r ^=q ^ q'; 

done ;^ = ^(5y + ?0~ly'*-Iy* — 5yy'; 

c'est-i-dire P = — 9* — ^99' 

de mdme P' = — 9^^ — 2yy'. 

On a done en substituant 

/J = (a;* + 2qx — q^ — 2qq') (ar* + 2q'x — y'* — 2qq') 



J . ; I I ■ 1 1 
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54. SecoTide methode. ^ 

Dans ce qui pr^c^de nous avons reduit la resolution de r^q[uation 

a la resolution d'un syst^me d'^quations lineaires ; mats comme Telimination des 
inconus entre ces Equations est assez laborieuse^ et qu'on a de la peine a en 
deduire un resultat general, je vais donner une autre methode pour la resolution 
de cette equation, qui n'ait pas les inconveniens de la pr^c^dente, et qui donne 
une relation generale qui doit avoir lieu entre les quantites constantes dans R, 
pour que I'^quation propos^e soit resoluble. 

Soit r^ le plus grand carre parfait contenu dans Ry on pent faire 

R = r^ + s 
oil r est du second degr6 et s du premier. 

En substituant cette valeur de R dans I'^quation proposee, elle deviendra 

11 est clair que le premier coefficient de P doit ^re le m^me que le premier 
coefficient de Qr\ on pent done faire 

le degre de Q^ etant moindre que celui de P. En substituant cette valeur de 

P on aura : 

Ql + ZQQ,r — 0's=.l. 

Soit Q du degre ity il est clair que Q^ est du degre n — 1 * Soit maintenant 

V la plus grande fonction enti^re contenue dans — , il est clair qu'on a 

V 6tant du premier degre et u une constante. En mettant cette valeur au lieu 
de r dans Fequation ci-dessus, on obtiendra 

Q\ + ZQQiU + Qs{2vQ, - J?) = 1. 
On voit sans peine qu'en faisant 

Q=2vQ, + Q^, 
le degre de Q^ devient moindre que celui de Q. 
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En sabstituant on aura 

(i + ^uv).Q\ + iQMusv) — s.Ql = U 
ou bien s,Q\ — Zr,Q,Q^ — sQl = 1, 

en faisant ^ ^ = 1 -|- AuVy r^ = r — 2u. 

Puisque le degr^ de Q^ est moindre que ny il est ais6 de voir que Q^ est du 

degr^ n — 2. 

Cela pose, soit 

u^ dtant une constante, on aura 

done en faisant Q^ = 2t^iJp,+ Q99 

Q^ sera d'un degre moindre que celui de Q^. 

En substituant on aura 

en faisant ^^ = * -f" ^w^Vi, r, = r^ — 2mi, et ou Q^ est du degre » — 8. 

Cette equation est semblable k la preci^dente d'oii il suit qu'on pent la 
r^duire de la m^me maniere k ['equation 

s^.Q\-^r,Q,Q^ — sJ^l=zU 

dans laquelle on a 

r, = v^^ -f- u^ u^ ^tant constant 

Q^=^2vJ)^ + Q^ Q^ etant du degre w — 4 

^8 = *i + 4tt.v,, r, = r^ — 2«^. 

En reduisant . cette equation de la m^me maniere, et ainsi de suite, on par- 
viendra enfin k une Equation qui, dans le cas oil n est un nombre pair = 2(/, 
sera de la forme: 

et si n est un nombre impair = 2a' -)- 1, elle sera de la forme 

i?sa+i ^^^ ^'^^ degre moindre que celui de Q^^^ et j^^a'+a ^^^ d'un degre moin- 
dre que celui de jPaa+r Maintenant Q^j^ est du degre w — 2« = 0, done jP,, 
est une quantity constante; done j?ta+i = 0; on a done 

Si n = 2a* -f- 1, on aura de m^me 

*««'+! ' i/ ax'+i ^^ 1 5 
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done en general 

Q^ itsnt une quantity constante. 

De la il suit aussi que s^ est une quantite eonstante. 
Done 

"Toutes les fois que I'^quation 

p^ — Q^R—i 

est resoluble en fonctions enti^res, il faut que Tune de quantit^s 

^9 *1> *a> ^8' '^4' ®*^' 

soit eonstante, et r^eiproquement De plus si ^» est la premiere 
des quantit^s s, s^^ s^, etc. qui est eonstante, P est du degr6 n -f* 2 
et Q du degre n." 
II suit de la que pour trouver toutes les valeurs que R pent avoir, il faut 
faire successivement Sy s^^ s^j ^,, etc. 6gal k une quantity eonstante. 

55. 11 s'agit maintenant de determiner les quantit^s s^^ s^, s^ etc. r^, 
r^y r,, etc. v^, v^, v^, etc. m^, m^, m,, etc. 

Les Equations desquelles on doit les dddoire, oat, coauae on voit par ce 
qui pr^c^de, les formes sniva'ntes: 

*« = *«-» +4m^i.»^, (I) 

r« = r^i — 2it«_, (2) 

On pent de ces equations deduire une autre qui est de la plus grande utilite 
dans cette recherche. 

En multipliant la premiere des equations prec^dentes par s^^^ on aura: 

De la seconde Equation on tire 

done en substituant 

De I'equation (5) on tire en mettaht m — ^ 1 au lieu de m et en multi- 
pliant par 2, 

2r^i = 9>s^^ . v^y + iu^^. 
En ajoutant cette Equation k I'equation (2) on aura 

2t;«_i . *«_! =i r^ + r«. 
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On aura done 

c'eslri-dire s^^ . s^ + r*« = s^^ . s,,,^ + ^*«-i- 

11 suit de 14 que la quantity 

est ind^pendante de m; done on aura 

^im~i • ^m r ^ •» -^ ^^1 "7" ^1 5 

mais *j = 1 -}- 4Mt; et r^ = r — t^w; 

done ^^j 4" ^1 = * + ^* "h 4ie(«?^ — r + m) ; 

mais V* =r r — Uj done 

Done on aura quel que soit m 

*«-,.^«. + ^'*m = r*+* = iB (4) 

ee qui est bien remarquable. 

56. Faisons dans Fdquation preeedente m == n, on aura 

en supposant s^ = eonst = /i. 
De eette Equation on tire 

8 

I*' 

On a de m^me 



done — (^,^ — ju^j) = ^* — ^*,.-i ; 

I*' 

done s„_^=:/iis^ si r».is=rj, ce qui est vrai, ear on a 

»•« = *»», + «» = /««'» + «,, 

d'ou 17^::=—^, et u, = 0. 

I* 

Maintenant 

r 

or r».i = r^ + 2t«^i = r + 2w«.i ; 

done r = — . v^^ — m».i ; 

mais rz=isv^u; 

done t;^i = /iv^ «/^i = — m ; 

done r^i =*«^ — M = r — 2u=zr^; 
et par eons^quent ^,,^ = /i^^. 
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On d^montre de la m^me mani^re qae 






Le signe sup^rieur a lieu si k est pair, et I'inf^riear si k est impair. 

Soit n an nombre impair = 2a -|- 1, on aura en faisant Ar = a -{- 1 



»'a = 


''o+i 


*a — 


Sa.flt^ 


Va = 


V^.-fl'^^ 


M« 


— M«, 


done fi — 1. Done si n est an nombre impair on a 


*»-* 


= *fc-l 


»-^ 


= »li^l- 


On a aussi «« — 0. 





Done: 

"Toutes les fois que I'dquation P* — Q^R = 1 est resoluble en sup- 
posant Q line fonction d'un degre impair £a -)- 1, on a 

Wa = 0." 

L'inverse a aussi lieu, ce qn'il est aise de voir. 

Lorsque n est an nombre pair = 2^, on a 

Wa-i + Ma = 

pour condition de la resolubilit^ de I'equation J^^ — Q^R=z 1. On voit aise- 
ment que ces conditions sont bien plus simples que la condition mentionn^e 
plus haut que s^ doit dtre une quantite constante. 

57. Connaisant la valeur de Qn par I'equation 
on aura les valeurs de P et |^ par les Equations suivantes: 



Q = 2t),ft + Qt 

Tome second. 20 
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P= tQ +(?,. 

p 

La forme de ceif Equations donne lien k expiimer la quantity -^ par une 
fraction continue. 

En effet il est ais^ de voir qn'on a: 
— = r +-^ 1 



2^1 + 



2»« + 



* 2i>8+- . 1 

• j^—t 1 

2t>^i+^5 

20«>i 

On a done P et Q en transformant cette fraction en fraction ordinaire. 



De cette expression on pent anssi d6duire la valenr de \/^R en fraction 

n 

continue. En effet en posant n infini on a — = J/^R, done 



2»i + 



2»^ + 



* ■ 2^3 + ^ /«/. 

Dans le cas oil I'equation P^ — Q^R = 1 est resoluble, cette fraction prend 
une forme remarquable, car elle devient dans ce cas periodique; d'oii il est 
aise de se convaincre par ce qu'on a vu precedemment 

On voit aussi que si Q est du degre », les quantites v^ v^, v^^ v^ etc. 
sent du premier degre, excepte 

^Mj ^«H-l5 ^8iH-25 • • • "^kn-k+l etc. 

qui sent toutes du second degr6. En efiet 

r 

^aw+l = ^4ii+8 == • • • = '2^2Jbi+2ib-l = ^• 

58. Je vais maintenant determiner les quantites v^^ u^^ s^, et r^ pour 
toute valeur de m. 

Soit pour cela 

Pm 
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a est le indme pour toute valeur Ae m^ ce qu'il est ais^ de voir. En substittt- 
ant ces valeurs de r«, •^»» et v^ dans les equations (1), (2) et (3), on aura: 

:r* + ^'^ + *« = ^* + <^ "f" *«-i — 2m»-i 

ar* + flW? + 6« = (^« + jp«ar)(y« + ar). — + u^. 

De ces Equations on tire sans peine: 

4. 

g^=i a — — 



ym=^ bm, 



C^g. 



• • 



Au moyen de ces equations on pent successivement determiner toutes les 
quantites 

^«> ^m9 ffmj pm et v^ij 

mais en les combinant avec T^quation (4) on les d^terminera de la plus simple 
maniere. 

Cette Equation donne: 
(c«.i +Pn^ix)(c^ + p^x) + (;r* + or + bj)^ = (x^ ^ax + bf + c + px 
d'oii Pon tire 

Cm^% -Cm = C + ** b\ 

Pm^l*Pm=^ 2(6 bj) 

Cn^l *Pm + C^'Pm^l =iP + 2a(6 6«) 

en multipliant la demi^re Equation par c,^i.pm^i on aura: 

et en substituant dans cette Equation la valeur de pm* Pm-i et de Caf^»-i9 
it vient 

2c Vi (* — b^) + /i*«.i(£? + 6* — b\) = (/? + 2a(6 — 6«)) c^^ .p^^ , 
et en divisant par p'^m-x 

2.^(*-6.) + c + *'— *'- = (P + 2«(*-*«))^5 

20 * 




P'- — > 
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c'est-i-dire 

Pm-\ \ Pm-l ^ J»»_l 

mais on a 

done (6». + 6n.-i)(6 — ft«) = ^ + ** — fr*«— Z^--^^^^, 



ou bien 



Cm-1 






et de la 



C.-1 



/^. -^^ = ^ + (6 — 6„-i) (ft — 6„). 



En sobstitnant cette valeur dans T^qaation 

on obtiendra 

/^*(ft« + ft«-i) = 2(c + (6 - 6..0 (6 ^ 6„)) (a;, _ c — (6 _ 6^.0 (ft - ft^) 
Cette equation contient une relation entre ftm et ftm_i et des quantites constan- 
tes. On pent done determiner h^ par ftm.i, et ainsi trouver la valenr de ft^ 
par des substitutions successives; mais comme ftm dans cette Equation monte 
au second degre, il est plus facile de s^ servir de la methode suivante. 

En mettant m — 1 au lieu de m, on aura : 

/>*(ftm-l+ftm-.)=2(c+(ft— ft,„^,)(ft— ft„.|))(a/^— rr— (ft— ft^,)(*-*m-i)), 

ou en developpant 

/^^ftm-i+ftm-2) = 2(a/^-2c)(ft-ft^.^)(ft-ft„.0+2r<«/i-c)-2(ft-ft,„.2)^ 
en rctranchant cette Equation de celle-ci 

/^*(ftm+ft„.-i)=2(a/i— 2r)(ft-ft^)(ft— ft„.0+2^«/'— ^)— 2(ft— ftm)*(ft--ft.-i)% 
on obtiendra 

/>*(ftm-ftm.2)=2(a/l-.2c)(ft^ft„.|)(ft^.«-.ft„)--2(ft-ft„-,)*(ft«-ft«-2)(ft«+ftm.2--2ft) 

et en divisant par ft„ — ft„,2 > 

/i^ = — %{ap — ic){b — b^,) — 2(ft — ft«-i)^(ft« + ftm-2 — 2ft), 
d'oii Ton tire 

Voil^ r^quation qui determine ft^- 



1S7 

Si I'oa lait b — 6. = ^^, on aura 

+ ap — 3« , ip* 
^13- + -^' 

oa biea 

„ lj.' + (<.y — fc).?^. — ;-..?'-. 

» ,'.., 

59. Avant de donner I'expression explicite de q^ je veu i 
ment on pent exprimer leg qnantit^s u^t Pm, Cmt e\ g^, par q^^ f^, tbt. 
Od a d'abord 









on a de mdme 




"-■ - «+'-•»- . done 
p.., p 

!■- P . . 


mais 




- = «-^. 


dOQC 

On a de plos 




p..p^, = 2(* — «.) = «jr. 


d'ob I'oa tire 




- = 1^ = ^- 


done 


Pf 


7i« 9*(i-« 9m-« ^ 

«.a., ?«-. J«^ f, ' 




» f«+. »«-. ««Ui 1, J 


Ayaot p„ on a 


aussi 


Cm, car 


Reprenons maintenant I'^alioi 



On peat par cette equation deteiwiner f« tf | 
done d'abord ces quantites. 

On a y, = & — *k, ^ooc y^*— 4 
Maintenant on a 
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done en faisant m = 1 

».=-*+*7(— 7> 

done ,.=4»_,.£+(£)-] = *.ier^2-l. 

Determinons inaintenant q^. 

On voit que q^ est une fonction rationnelle fractionnaire de a, 6, r et p. 

Soft done o« = i^ 

ym et z^ etant denx fonctions entities des quantit^s a, 6, r et p. 
En snbstituant eette valeor On anra: 



Done on aura 

Par ces Equations on detenninera sans peine z^ et y^ par des substitutions 
successives. 

De la premiere Equation on tire 

done z,a = y*iar-i . y*ia-4 • y*Ja^ v\^^r^ 

^ia+1 = y%a • y*«a-J • y^iar-4 • • • y^j 
deux Equations qui donnent z^ par y29 ys? • • • ynt-i* 

D^veloppons les valeurs de quelques-unes des quantites z^ z^y z^, etc. 

y> 3^1 » y« etc. 

En faisant m = 2, 3 etc. on aura 

etc. 
Lorsqi](e c = ces valeurs se simplifient beaucoup, et on aura alors 
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y, = ^ip»(166» — p(p + 4a6)) 

^4= 4ft»/»»(/» + 4«6) {{p + 2a*) (p 4- 4«ft) — 8A«) 
etc. 
Au liea de faire c:=Of supposons maintenant op — 2c ^Oy et on aura : 

^"' ^. 

Si Ton fait m = 2, 3, 4 etc on aura : 



»» ^i 9 1 ^i > 

a — ip* - ga • ?»• — pKp* - (2gi' - ;>')'] 

^* 9.* "~ 2?i*(2?i» -p'^r ' 

„ _ 2p'?i(p' - ?,») 

60. Appliquons maintenant ce qui precede k I'int^grale 

/I ( J + *)djf 
v/[(jr* + a* + *)' + c + j»*] 

Pour rendre les resultats plus simples, je fais c = 0, ce qui est permis, com- 
me on le voit aisement 

./•[(*» + ax + A)* +p*] . 2« + 4 ^ \P—(ii/Rj 
ou bien puisque /*■ — Q^R =1, 

Pour que cette Ration soit possible, il faut avant tout que 
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done on aura pour condition de I'int^grabiiit^ : 

^« = ^ line* quantity constante. * 

Or on a *« = ^« + />«^. 

II fant done que v ji« = 0. 

Si eette condition est remplie, on pent toujours d^tennjner k de la ma* 

ni^re que /l—JilJQ^^ _. devienne 6gale k -L^ . log (P + QV^L)^ 

Cherchons cette valeur de k. 

On a vu qu'en faisant 

P=:/-+/-«ar+... 

A: est 6gal k -J— . :^ (No. 47). 
11 s'agit done de trouver ^ 

e 

On a P =, rQ +Q^ 

Pi 

Pa 






jp^ = const 
d'ou Ton tire sans peine: 



/* I'l I'a Pn P-> 

Maintenant on a: 

x + k = 2A (" + 2) •/<'^*> ■ x"+t + (« + 1) ./(H-i) . j» + . . . ^ 

done 
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ii + i 



or /•(-+*) = ^(*-^) + a.^W (No. 50) 

done eW.A + ijC'-O = :2±i , ^(-0+ .^ .a.eW, 

' 11 + 2 ' « + 2 ' 

done *=: :=r •a 



ft + 2 « + 2 e(») ' 

fl 4- 1 1 

et par suite k= -^^^ a — _— ^(gr+^j _|-^^ 4. . . . .^^^j). 

On peat aassi exprimer k d'une aatre mani^re. 

On a ^M= A ^ ; done en snbstitnant et remarquan^t que c^^i zs c = 0, 



« + 2 
61. On a vu que Tequation 

eontient la eondition pour que 

/<^±^ soit = 2A.log(P + Q]^R). 

Cette condition ^quivaut a celle-ci: 

car on a Pn'Pf^i = ^qn- (No. 58) 

On a aussi dans le m^me eas q„^ = qi^i. 

En combinant cela avee tout ee qu'on a vu pr^cedemment, on en deduira 
la regie suivante pour trouver toutes les integrales de la forme: 

(x 4- k)ds 

l/ [(jr* + as + b)^ + px + c] 

qui puissent s'exprimer par la fonction logarithmique 

2^.1og[P+ !pK((a;* + ax+bf +px + c)l 
8avoir: 

"On calcule toutes les quantit^s q^^ q^, q^j etc. d'aprto la formule 

^ jy^ + (ap — 2c)y- i — q^2. g V t 

qm 5 ^— 

en supposant q=:0 et q^=i2. ^ —acp-^c ^ 

Puis on fait successivement 

5^1 = 0, 5^4 = 0, 5^3 = 0, . . . 9n = etc. 
oil en general q,^^ = qk-x 

en donnant a n toutes les valeurs possibles. 

Tome second. 21 
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Cela pos^, on aura toutes les valenrs que iZ pent avoir en eiimi- 
nant entre ces (Agnation et I'^quation iZ = one des quantit^s a, p^ 
b et c. 

Ayant trouv^ J3 on a 

n + 2 * n + 2\p^p^ P% P'-^^ 

oil Ton a ' 



Faisant ensoite 






/'aa+i 



9*a+i 9foui a. Ox 

_ m ■ • • • •* * , .-* *- 

a ^ ^ 



on aura les valours de P et de j^ en tranformant la fraction continue 
P 






« ±±£+ 



£±ljL + _i 



Pi 





1 

+ ■ 


■ x+^.-. 1 1 




/(/.-t S + gm-t 




P.-1 


tosant qn-k ■ 


= 9k-t' Ces valeurs 



en fraction ordinaire, savoir en supposant q 
tronv6es, on a enfin 

/vwrlr^m^TPi = nh i«g[f'+eK((-'+-+«)'-K4^x)].- 

La r^olntion da probl^me depend done du calcnl des quantit6s q^^ q^, 
9s ' 9^4 9 ^tc* I^^s valeurs de z^, y^, z^, y%9 ^t^ yt9 ^^c. trouvees dans le nn- 
mero 59^ donnent immediatement dans la supposition de ^ = 0, quelques-unes 
de ces quantit^s. Les voici 

q =0 

^1 = 2* , 

_ p(i» + 4o*) 



9% 



86> 



\ 



» . • • 



• 4 
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^* (p + 4ab)* 

4*p(y + 4o&)(j?* + 9abp + 8o«&* — 86») 

,^* [166» —/»(/» + 4ai)]» 

62. Prenons maintenant qoelques exemples. 

1. Soit »= 1. 

• 1 ■ 

Dans ce cas on a gr^ = 0; c'est4-dire 6=0; 
done k=i^a et g= a. 

On a par \k 

4 = ar» + «^+-^-= ^"■'>"'"-^l 
Q ^-^ o * + ? 

P 
done P =1 {x -{- a)^x -{- Pj Q^zx-^a; 

done enfin 

f—^t^— = t log[(.r + «)V + P + (^ + «r ((^* 4- «^)' 4-/'^)]. 

2. Soit n = 2. 
On a ^, = 0; done p^ — 4a6, A; = ^a; on aura done 

5. Soit n = 5. 
On a ^, ?= 0, done /?* + ^^^ = 166', d'oii Ton tire 
;» = — 2*(a ± V^(a» + 46)) 

done * = ^(|aTiK(«*+46)). 

' ' ' ' 

On aura done 

J V[{,s*+ax+b)* — ib{a + ^(a* + 4ay)s] ^ 6\*^T>^f f 

Nous avons suppose flans ees exeiiptes e = 0, mais il est elair qu^on obtien- 

dra les integrates les plus generates en mettant x^-a wx lien de x^ a etant 

ane quantity ind^termin^e. 

21 * 
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ProblMe IV^, 



J- • yjf qui peuvent 9'esprimer par la 

( P ^ ^yfR\ , 
fonetion logarithmique A. log i p q^ji ) ' 

' ..■•:. 

63. Ce probI6me est dans le fond on cas particalier da probl^me II"**, 
mais comme sa risolation est tr^s importante dans la th^orie des fonctions el- 
liptiqnes, je veux en donner une autre an moyen da probl^me pr^c^dent 

Soit 

I'int^grale la plas g^n6rale qa'on puisse exprimer par I'expression 
En snbstitaant j aa liea de y, on aora 

en faisant A: = / 4- -— . 

' k 

On a de mdme dy=s — 



Soit 

^ = (y* + <^ + *)' + '^ +/»y» 

on aura 



fl' 



(-(^+^+0'+^+^' 



n, [l + o(«+0+*('+0*]'+J»(*+0*+e('+0*. 

~" — {^^W* ' 

done 

^ ('+0' ('+0* * 
D^sisnons par _'*" ^*^„ ce qae deviendra -, '*' ^ ^ en snbstitaant ^ 

aa liea de y, oil aora: 
ou, en faisant r- = -^j 
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Cette integrale est mainteiiant Tiot^grale cherchde la plus generate, oe qu'il est 
ais^ de voir. 

11 faut maiatenant determiner I. 

On a 

R = (i + (x^-l)a + (x + t)Hy+pix + t)*+cix + l)\ 
c'^st-^-dire 
fl= 1 + 2«(a: + 4- (a* + 2b){x + /)' + (2a*+/»)(a^+')"+(ft"+c)(ar-f /)*, 

ou « = (6* 4- c) (af» -f Ar» + ya^ + /?;r + a) 

ou * = (4(*'+c)./ 4- Zab-^p): (b^+c) 

fi == (4(*« 4- c) . /• 4- 3(2aft 4-;»)r 4- 2(fl* 4- 2b)l 4- 2fl) : (*' 4- c) 

o = ( (6«4.c)J*4- (2a*+p)/»4- (ff*4.26)Z'4-2ai4-l): (6'4-c). 



De ces equations on tire; 

20*+ ;i — (6* + c)((y_ 40 




a»4-26 — (6*4-«)(y— 3^4- 6^ 




2fl — (ft"4-c)0? 2//4-3d/» 4?) 


d'oii, en faisant 


l = (A'4-c)(a— /?/4- yZ» — (JZ»4-^); 
a' — a— /?/4- yP — dP^P . 




|J' — /J — 2;'/4-3rfZ"— 4/» 




r' — r — 3«^'4- 6/* 




^-l<r--4/; 


on tire: 


«_1 P' 


• 


*=-*-r.+4-r 







En substituant maintenant ces valours de a^ b, c et p dans I'^quation qui ex- 
prime la relation qui a lien entre ces quantites, on aura une Equation entre ly 
ay py Y ®t dy d'on Ton tirera la valour de 2. 



J66 

On aara done enfin 

T>e cette Equation on tire ensuite 
d'oii 

/ ds _ I fds ^. •(«» + «) . / P+ «/it V 

(* + /)/« l — k'JvR l — k ^ ^\P— «•«/' 

et de cette mani^re on obtiendra toutes les int^grales de la forme 

/' dg 
{x + t))/R 

qui penvent ^tre exprimees par Tint^grale / — ^ et la fouctioii logarithmique 
En mettant — /an lieu de ^ on aura 

f ds !_ fds , ^/(a'+c) . . V P + g/Jg \ 

on bien, comme on a vu No. 45, 

f dx . 1_ fdx 1 \aJL±^^\ 

J {x—C)>/R l+k'J VR (2«+4)/(a+p^/«+8/»+/*)' ^\P— «/J«/' 

Si Ton suppose k-\-l-= -j^ = 00, ou ^ = 0, on anra 

/ ' dx J . / P + g/Jg\ 

Prenons nn exemple. 
On a No. 52 

/'_ xdx , I (P' + q:y/R\ 
v/[** + 2j» — 8*« — a'(jr— 1)] « ^ VP'— ^y'Jl'/ ' 

Soit X = r > on anra 

9 — 1 



xdx 



dy 



R 



H-2(y-/)-8(y-f)«-a'(»-Q' + a'(y-Q* 

done R^lt^X^Ut^^hlSl.a', 

(y — /)* 

d'oin I'on tire J= — 1 ~4Z 

y =( — 3 + 3«'Z4- 6a'P):cf • 
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/J = (2 + 6/ — 3a'/* — 4a'i») :a' 

a = (1 — 21— SZ* 4- «'/• + «•/♦): a'; 

done / = , a' = , etc. 

En faisant /=:0 on anra 

/'_ ds — _ 1 loff f P + H\^^ \ 

or />' = a?»-f-3«* — 2 — 4» 0'=^-^^', 

.m 

done P = 1 + 3ar — (2 + |-)a;», jp = 1 + 2a;. 

Dans le probl^me troisi^me j'ai donn6 une metfaode de trouver tontes les 
int^grales de la forme/ \1^ qui peuvent ^tre exprimees par la fonction 

logarithmique ^.logT **" o/» a ^^^^ ^^ ^^^''^ ^^ ^^ th^orie des transcen- 

dantes elfiptiqnes je montrerai eomment on pent trouver nne infinite d'antres 
integrales de la m£me forme, int^grables par d'autres fonctions logarithmicpies 

qui sont toutes compos^es de termes de la forme ^,log ( p^q^p )? comme 

nous avons vu & la t£te de ce chapitre. . 

CHAPITRE III. 

Sur une relation remarquable qui existe entre plueieurs integrates de la forme 

/ dx Pxdx fx^ds P dx 

VR^ J y/R ^ J VR Jix-^aWR ' 

64. Nous avons vu dans le chapitre precedent qu'il est en g^n^ral im- 
possible d'exprimer I'integrale /r ^ — — par les integrales / — ^ , /-^^ 



(x—a)v'R ^ ^ J VR' J y/R ' 

— — ; neanmoins si Ton prend cette int6grale entre des limites convenables 

il est toujours possible d'exprimer f int^grale / _ par les trois integra- 

les ci-dessus. Ces limites sont, comme on le verra, les valeurs de x qui ren- 

dent J? = 0. 

dx_ 
{x—a))/R 

En diflerentiant p par rapport ^ a on aura 



s-" ?=A^ 



da J (jr— a)</it 



J (s—ay 
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I!^Iaintenaiit on a vu dans le premier chapitre V^^i . ^ xg — ^ ^^t tonjours r^ 
ductible a I'integrale /^^ — -^' 



En effet on a No. 15 

J {s — aYy/R faJy/R^ n^ "r / ^ faJ(s — 



ds 



— i ""w + const 
oil A=i — ffl* — ^dttj B=i^d9 C=ie, R=zfx. 

Done en substituant pour g^, — , ,^ et /-; ,^ ,^ leurs valours, » et 

-^, et prenant les integrates de mani^re qu'elles s'evanouissent lorsq[ue;r=r, 
7* £tant une valeur de x qui rend R=:0=ifx, on aura : 

da ^ "^ fa ^ (fl— x)./« ^ /aJi/(/r)^^^ ^ ^ 

Cette equation devient integrable en la multipliant par V^(/a) . cfa ; car on aalors 

K(/-aVW-M»^(/'«))=V(A). (Tz^+^j/vw) <^ + *"+'''''• 

En integrant on aura 

?.|^(M-V^(A)./(^3^ =fJ^J^^ (^ + fix + Cx')+e.,«t 

Si on prend I'integraie de a = r, on a const = 0, 

en remarquant que A + Bx + Cx^ •=.^8x'>^kx^ — (^ da -|- ^«*)- 

Maintenant on a 

y^^^ /^^ (1 (Tar + ^a:* — Ida — ea'^) 

/(/«)•/ /(/r) Jv{fs)J V{fa) 

Done en substituant cette valeur et remettant la valeur de p on aura I'equation 
suivante: 

Cette equation donne la difference entre les deux integrates Y {fa) . / 



)•(/*) 
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»•• . - s\ 



et Vifx)' r f* .^v exprim^ piitf diss Intigifaies <»e' la'fdiribe'Afe' et 

/_U^ + ^f)2_, ce qui est trts remarqddile. 

Bupposons maintenant qa'on p^enne rint^grale §-. . .., . de ;r = r 

& ^ = r', r' etant ane autre valear qui rend fx = 0» On a done dans ee c^ 

/ft J^ 

par des integrates de la forme /—^L^ ^^ f J^f^fV ^i » <5e ^i est.tr^ inv: 
portant dans la th^orie des transcendantes elllptiques. .\ 



/. - A 



* • I 



Soit r* nne troisieme valeur qui rend fx:=0, et supposcms /« 1=p r^^, an 
aura /« = et 

one Equation qui exprime une relation entre quatre integtales dt^finies. 

Supposons dans Fequation (a) que x ait une telle valeur que Fintegrale 

J I „ \K/{f \ P^*^^^ *^® exprimee par des Int^grales de la forme / Jy^ v et 

/ «fa f{A+Ba)da ■ 

(o-;r)v/(/«) J l/(/a) "•" 

n> tout une fonetion logarithmiqae. 

En substituant cette valeur on aura ^ . % 

Les integrates sont prises depuis ;r = r jusqu'k x'=iw^ (o itmt une felle va- 
leva que 

Sopposons de pins qu'on donne h a nne telle valeur a = u' qui rend 

' f ds _ fX^ + B's).ds , 

J (s- «•)/(/*) —J V(f*) ^ 
Tome second. 22 
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If' ^taiit one, fpnction logarithmiqoe, on aura 

65. On peat trouver one relation encore pins generate entre plusieors 
int^grales definies de la mani^re snivante. 

Soft s ane fonction logarithmiqne quelconque de la forme 

En prenant la diff^rentielle de cette expression on a, soivant ce qu'on a vu 
pr^^demment, nn r^snltat de la forme: 

ds=^^(B+CxA — + -A- + -^^ + . .. etc.); 

done' en integrant 

Prenant ensoite I'integrale depuis :r = r jusqu'i x=sr', on a 
Ti_.— p'' (B+Cx)ds 

I __I(_/ Jt da p ^ (^ J + 6jr»).«fa p^' ds p (^a + ta*)<fa \ 

"^ V{fa)\Jry^{fa)'Jr ViM Jr VU'Vjr V(fa) ) 

\ !>' ( p da' p'' (^ Jr tx^)ds _ p^' ds p {\la' + ta'^)da' \ 
~^ V{Ja')\JrV{fa')'Jr t/(/r) Jr vU'Vjr Vi/"') f 

-{-etc. 
on bien 

pr' {B+Cs)ds 

~ Jr V(/r) 

^J' •(/') \y^(fa)Jr^(fa)^V(fa')JrVifa')^ ) 

Toates les integrates qai se tronvent dans cette fonnule, sent, comme on le 
voit, de la forme 

/ dj f ydy fy^ds 

et r^quation exprime par consequent one relation tres generate entre nn sy- 
st&me d'int^rales de cette forme. 
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Reduction de Vintegrdlej^ — — h la forme 

/ /(8in»9).rf9 
•(1 — «*-«n«9) * 

Yoyei Legendre fixerclees de calc. Int. 



; . » 



Beductim de ViMe^rulef-^^^ 



8iii>9)v/(l— c*8in*9) 
Vojei Legeadre Exercises de calc. int. 



Comparaison des transcendantes elliptiques. 

Yojei Legendre Exercises de calc. int. 



Evaluatitm des transcendantes elliptiques par approximatian. 

Yojez Legendre* Exercices de calc. int. 

(Ici Tanteur a laissd nne feuille blanche dans son cafaier pour marquer une lacn- 
ne, qu^il a'dtait propose de remplir; puis il continue ootnme il suit,. 

Note de r^ditear.) 

Redtictioh des transcendantes elliptiques du troisiSme" espece par rap- 
port au parametre. 

Consid^roDS Texpression 

arc tangf — '-^ — ) = *» 

en la differentiant on aura 

yp.\^R\ p dR S{qdP — pdq) 

.t ^~q—) _ ^-q'-TR'' q*-y/R 

, P*R , P^.R ~~~ ' 

l+-;=r- 1+ 



on bien 



,P«.^.<e^-p.^) 



<&=- ^f- ^ '*' ojr. dx M ds 



q^ + P^R /A N ^/R 

Soit IP* + P' .i2 = A(l + nar«) (1 + n^x*)' 

P==l et Q z=: xia + bx*). 
En sabstitoant oh aora 

x\a 4- Ja?«)' + (1 — x^) (1 — c^x*) = *(1 + nx*) (1 -f- »,«»)'. 

22* 



3 , 
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En faisant ;r = 1 et i; 



oa aura > 



«.-,s'- .\^ 



(a + bf = k(i + n){l + Wi)* 

^(«+Ay=*(i+^)(i+^) 



d'oii Toa tire 



«;+ ft = (1 4- «,)K(1 + »).KA 



. • ' I 



done «(l_^)=[(t + nJK(l+'>) — <'(l + ^)V'(l+ ^)]V* 



On a de mdme 



\ ' * I '» 



Ati.w* 



ft z=:n^yn.y^k. 
En .substituant cette valeur on a . 

done ^ Tf— c^[i/fl-^n)-v/(e»-n»)] . 

on bien en mnltipliant en hant et en bas par y(l + ^) 4~ Vi^* '^ ^) ^^ ^'^ 
r^duisant 

* «— V' n. • (» +1)+ • [(1 + n)(c»+«)]— V^ [«(c4+«)] ' 

c'est-i-dire 



et ea multipKant en hant et en bas par (|/w -\-}^(l + »))(K» + K(<^*. + w)), 
on aura w^ = (K(l + ») -f^ K«) (Vc* + «) + 1^»)» 

on enfin n, i= ».[y'(l + |) + iJMl + ^) + l] ' 

On a *= 1, done ft^ WjKw, « = (I + w J|^(l + w) — w^V^w. 

On tronvera de m^me a = — . ((c* + Wi)K(c* + ^) — ^iK ^)- . • 

Cherehons maiiitenaiit la valenr de iff. 
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4 < . > ■ f 



On a Q*-\-R = {l+ nx*)(l + n^x*); 

done en differentiant , 

2QdQ -f- rf/J = 2(1 + Wi«')((l + nx')2njX + (1 -f- »,a?*)n*) . dx 

d'ou 2|p . ^ _|_ ^ = 2(1 + njar") (2w, + n + Stm^x^) . x. 

En multipliant par Q et substitaant pour (p* sa valeur (l+wa:*)(l+Wia;*)^— fi 
on obtiendra 

Maintenant on a 

done 

ill = (1 + n^x^) ((2»i + w + 3n»,Oir!9 — ( 1 + nx^){X + »,:p*) • -~^) . 

Or Qz=iax + bx', done -^ = n + 36:p*. 

On tire de 1^ 

i!f = (1 + n^x*)[(2nn^a — (lij + 2n)*) .a:* + (w^a — 3*);r* — a]. 
Done 

N (1 + ii*a) (1 + 111 jr«) 



' 1+IIX* ' l+llj 



jr« ' 



oil Ton trouvera 



A=i ia 



26 



(- + -> 



n ^n 

b 



«i 



2fl = V^n — 2a. 



On aura par eons6quent 
. arctang(i^)=[2«~ (1+1)4].^+ (^ - a).17(»)+ (Vn - 2ir) .17^); 



done 
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On tronvera 

*.-(J-*i) 

Viij n/ 



2av/» — (>iit-m) [in- 2v/(l + »)•(€* 4- li)] 



2iii 2n^—a\/^n «i + v^(l + ii)/(c* + ii) 

— a 



Done on aura 

Oil n, == ±(K(» + i)±Vn) (V{n -H') ± K») = A») 

«=(«,+ 1>K(» + 1) =F nyn == jt(»). 
Ou bien en faisant pour abr^ger 

^2a^n — 2n^ — n 






±<*"^^">^«-==y = t^(n) et C=-.-?^ 



on obtiendra /Z(«) = ^F + y i7(ni) — a . arc tang ( "*^^* ) • 
Soit maintenant 

on anra de la m^me mani^re 

77(»0 = ?tF+ YMn^ — «, arc tang (.^i£±*if!-) . 

En derivant les quantites n,, a„ /?„ ;>,, a,, 6, de la m^me manidre, on aura 

77K) = PJF+ r^n(n,) —ix^ arctang (".'^M' ). 

etc. 
fin faisant des substitations snccessives on aura done: 

n{n) = (/s + /?iy + fi^ri + fi,mrn + • • • + /?-imy« • • • y-«)^ 
+ my.yi-y— 1'^»-) — «.arctg.( ^°'^**'^*) 

-«,/.arctg.(<^i.±^) 
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Wt arctg. ( K-^y>" ) 



etc. 

Considerons maintenantla loi qae suivent les qaantit^s n, n^. n, etc. 
»i a les qaatre valenrs saivantes: 

: (!/■(„ +1) + V^„) (!/■(« + c*) + l/») 

: (K(« + 1) - Kw) (K(n + c«) - !/•«) 

=— (K(»+1)+1^»)(K(»+C»)-K») 

: _ (|^(„ + 1) _ V'n) (K(n + c») + Kn). 
(!/■(„+ 1) 4- !/■„) (v^(n 4. c«) + K»); 

on voit aisement que n^ > 4», car comme V^(n + 1) > |/^w et |^(n + r*) > j/^n 
on a »! > (Kw + V^n) (K» + Yti)^ 

c'est-a-dir6 w, > 4?t, 

de m^me w,>4»i>4*» 

w, > 4W4 > 4*it 



1. 


»i 


2. 


»i 


3. 


»i 


4. 


»»i 


Soit d'abord 


n. : 



n«> 4n«^i > 4*.n. 
On pent done faire en sorte que n^ dcvienne aussi grand qu'on le voudra. 
D'oii il suit qu'on pent exprimer la fonction /7(n) par la fonction HHjiiJ^ dans 
laquelle n^ est plus grand qu'un nombre donn^ quelconque. 

Considerons maintenant les quantites a, 6, a, ^y etc. 

On a 6 = n^n. h est done positif et tr^s grand, si n est grand. La 
valeur de a est 

a=K+l)>/(ii+l) — »,Kii, 
d'ou Ton volt sans dilBculte que a croit en m^me temps que n et que par suite 
les quantites a, a^, a^, etc. vont en croissant 

On a de mdme 



a«-i 



En substituant les valeurs de n^ et de a^-i en 91^-1 on verra que a»-i est une 
trfes petite quantite de Fordre — - — r-. 



176 

On a 

o _. / nm^x + 2v/(l + nm-^). y/{c^ + ii— i) \ 

'^"^* V ii. + v'(l+ii_i)V(c*+«.-i) /' 

d'oii Ton voit sans peine que ^ est toujours contenu entre les limites — 1 et 
-^ ty et qne la serie des valeurs de /? tend continuellement vers la derniere 

• ' ' ■ • . ' ^ 

limite, lorsque n est positif. 

Enfin on a 

_, (2g — v/ii)v/ii __ {2 t/<cg •<-»)■<- 2 v/(l+ii) + v^ii]i/w 

En differentiant la valenr de y par rapport a n on verra que -~ est toujoars 

an 

positif, lorsque n est positif. On concint de la qne la suite des valeurs de f 
tend continueUement vers la limite 1 en croissant 

Consid^rons maintenant la seeonde formule 

n, = (K(w + 1) — V^w) (y{n^c')^Vn). 

Supposons d'abord que n soit tres grand; alors on a 



Y{n + i)=Vn+^^, V{n+c^)=Vn + 



c« 



2/n ' '^ ^ « ^ '^ • 2t/« 

done w- = ^ 

Done i mesure que n devient plus grand n^ devient plus petit, si n est 
plus grand que Tunit^. La mdme chose a lieu si n est moindre que I'unite, 
d'ou Ton pent se convaincre aisement en differentiant la valeur de n^, car on 
trouve 

done, la differentielle etant negative, il est clair que n^ croit si n diminue, et 
r^ciproquement 

Cherchons maintenant si la serie des quantites ti^ 7t,, n^^ etc. aune limite. 
Si elle en a une, cette limite est la valeur que revolt n en faisant n^ = n. 
Soit k cette valeur, on aura 

k= (V{k + i) — Vk) (Vik + c^)—Vk). 

Faisons n = Ar -f- <)^9 on a 

n,= k[l - i(_^ + y^j;^y] + etc. 



• • 
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done n.^k — l(--^^(^4--;r^^).a4^efc:' 

maintenant i(_^-|- _v^)<l; 

done ' ^1 — Ar < a. 

Done n^ difffere moins de k que it ; done k est la limite des qnatit^s n, n^ , 

n,, ete. 

On pent done r^doire /2(n) k la fonetion n{nj)y oil n^ difl%re de Ar d'tinfe 
q[na]itit6 aussi petite qu'on le vondra. La fonetion II{k) pent s'exprimer par la 
fonetion F et des logarithmes, ear on a: 

(1 _ y). im=^ fiF- «.arctang (^^^^^) 
ft = — njl/'n = — it', o = (A+l)* + **, 

ff /«a + 8t/*Y 2a + \/* 

^ V a + Sy*/' ' a+2\^k* 



S(a + i/*) 1 



done 



fl + V* ' + 2/* ' 



"(*>=-^i^-''+i(^- '"«(^^)- 



k est d^termin^ par Tequation 

Consid^rons maintenant la troisi^me formule: 

Hy est done toujonrs negatif. 
En diff<6rentiant on aura : 

cfn. = in. ( , , —-r 77-- r)*^'^ 

Taeeroissement de n^ est done positit 

Soit d'abord n tr^s grand; on a alors 

Done lorsque n est tr^s grand, n^ est tr^s pen diffi^rent de — c% qni est anssi 
la plus petite valeur que puisse reeevoir n^. La plus grande est — c, qn'on 
obtient en faisant n = 0. Toutes les valours, de n^ sent done renfenn^es en- 
tre — r* et — r. 
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On pent done toajoors snpposer n ndgatif et compris entre ces denx 
limites tr^ ^troites. 

La derni^re formnle est. 



It, 



iV{n + 1) - Vn) (V{n + c^) + Vn). 



Si n est tr^s grand on a 

n 



i.J^.ZVn 



1. 



9]. 



1 ^ y/n 

Done lorsqne n est trhn grand n^ est trte pen diffi6rent de — 1. C'est la plus 
grande valeur que puisse avoir n^. On obtient sa plus petite valeur en faisant 
n = 0, et on aura alors n^ = — c. Done n^ est eontenn entre — 1 et -*— c. 

Dans ce qui pr^eMe nous avons suppose n positif. Consid^rons mainte- 
nant le eas ou n est n^gatif. 

Soit n = — -a, a ^tant positi^ et soit d'abord 

», = -«, = (V(- «) + V{- » + 1)) (K(- «) + V(- « + O) ; 
d«io .. = .[, + ^(, _ i)] [i + ]/(i _ :f)] . 

On voit par 1& que a^ > a, et si a est extrdmement grand, on a 

ttj = 4a. 
Lorque 

..=.[i-y(i_i)][i->/(i- 

on a a^ < a, et si a est trks grand, a^ est tr^s petit 
Lorsque 

on a, si a est tr^s grand, 

ou plus approehe 

^ Via »x«/V 2a 

done la plus grande valeur de a^ est = 1. 

a^ revolt sa moindre valeur en faisant a= 1; alors on a 

Lorsque 



9]. 



^)(*-i^)=»-(4+i)i^ 
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tovtes les valeors de a^ sont renferm^es entre lea Hmites, 

1 — 1/-(1 _ c») et c». 

Gherchons maintenant la Taleur de n en n^. 

En faisant le prodnit des qnatre expreasions svivantes: 
n, — (V.n + Vin + 1)) (Vn -f- V{n + c«)) 
n, — (K» - V{n + 1)) (1^» - V{n + c')) 
»i — (1^» - K(» + 1)) (K» + K(» + «•)) 



on anra, 
d'ou Ton tire, 



An.n\ — ^ (2<:* + 4(1 + c*)n)»* — 4c«w.w^ +<j*=^0; 






Cette valeur est tr^s remarqaable parce qa'elle est rationnelle en n^ et 
en c^. EUe est aussi tr^s commode poor le calcul logarithmiqae, car on a: 
logn= — log4+2log(»^— c)+2log(iij^+c)— logWj^— log(nj+l)--log(Wj+^ 
La formule trouv^e dans ce qui precede, peat aussi servir k trouver one infi- 
nite de fonctions elliptiqnes de la troisieme esp^ce qui sont ind^finiment r^- 
dnctibles k la premiere esp^ce. U suffit de faire 

n = n^, 
et on aura une int^grale /7(n) ddtermin^e par des logaritbmes et par la fone^ 
tion F. . 

Soit par exemple n^=z7^ on aura, 

(if « — e^Y 



n 



et de la 3»*+ 4(1 + c>» + 6c*n^ — i?* =0. 

d'ou Ton tire quatre valeurs de n. 

Lorsqu'on connatt une valeur de n de mani^re que JI{n) puisse s'exprimer 
par la fonction elliptique de la premiere esp^ce, on en pent trouver une infinite 
d'autres qui jouissent de la m^me propriety; ce qui est bien ^ident, car con- 
naissant n{n) on connait aussi 

/7(»J, n{njy n{n^), etc. 
et -n(w„i)> n{n^^\ /Z(«.8), etc. 

en continuant la suite n^ n^y ^2 * * * ^^^^ ^^ ^^^^ oppose. 



23 
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Ainsi on a par exemple 

done on connait anssi n(n^) 

on 1. «,= (y(c+l)+yc)(V(e* + e)+Ve) 

4. », = — (v^(c+l) + l/c)(|/(c« + c)-K4 
De ces valeurs on d^duit ensuite de nouvelles. 

On connait anssi 

/7(— 1 + V^(1. — c'), done anssi /7(n^), on 
n = [(- 1 ■<- v/(l - e^)r - c^r == — 1- . 

mais cette valenr rend la formnle illusoire k eanse qne 1 — x^ est factenr de R. 

Mithode de trouver une infinite de formules de reduction pour les tran- 
scendantes dlipHques de la traisidme espbce. , 

Pour tronver nne formnle de reduction ponr les transcendantes elliptiqnes 
de la troisi^me esp^ce, il s'agit de tronver nne relation entre denx de ces fonc- ' 
tions qni ne diffi^rent qne par rapport an param^tre. Cette relation doit dtre 
d^dnite en diff^rentiant nne fonction logarithmiqne de la forme^ 

expression qnl pent anssi 6tre mise sons cette former 

J.arc tang («^) + J- arc tang (.^ 

Snivant ce qn'on a vn dans le chapitre second, il est ais6 de voir qne la rela- 
tion entre les denx fonctions doit avoir la forme: 

Lf—J^ + Ijf- ^^_=<7'/l^+27J.arctangr:^:^). 

En mettant — j? au lien de x on aura 

n fant done qne -^ soit nne fonction impaire oi^ de la forme x.F{x^). 
Consid6rons senlement la fonction ^.arctangf-^^^— y saS*. 
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En dUf^rentiant on aura: m -'^ 



Comme -^ doit avoir la forme C + -= t 4- -r =- » ^ feut que 

P» 4- e'/2 = (1 -f- w:r*f.(l + n,;r»f' 'c=i^, 
/i et fi' 6tant des nombres entiers et positife quelconqaes. 

En diff(§rentiaiit OD aura: 

2PdP-^iQBdQ + Q'dR=:dN, 
et en moltipliant par P et remettant la valeur de P% 

2(iV^ ^Q'R).dP + 2PQRdQ + PipVfi = PrfM 

Cest-Mire: • 

dN dP 

•mm- as as 



en substituant la valeur de N on aura: 
done 

Le numerateur de cette fraction doit dtre de la forme: 

II y a deux cas k examiner selon que Q est une fonction pabre ou impaire. 

Si Q est une fonction paire P est une fonction impair. Dans ce. cas^si 
iti + /i' = 2vy la fonction Q est du degr6 2v — 2 et P du degr^ iv — 1 ; si 
an contraire ^ -f- /*' = ^i^ + 1, la fonction Q est du degre iv — 2, et P du 
degre 2v-\- i. 

Si Q est une fonction impaire^ P est une fonction paire. Dans ee cas^ si 
/i4-Ai'=2i', Q est du degr^ iv — 3 et P du degr6 Zv; si au contraire 
jw + A*' = 21^ + Ij !P et du degr6 iv — 1 et P du degre 2r. 

Determinons maintenant les quantit^s A: et k'. 



On a en faisant Q^=ifx et P = (fx^ 
ifcf = -jr- [((/*w -f- fi^n^x 4- (a* 4" f^^)nn^x^)(px — (1 + ^^^) (1 + ^i^*) • T'^] 

Solt a:* == — — et x^ = , on aura 

n n^ 

(*-4-*'.+-^)-'=-'"^(-")-0-^)- '^^^"^^^ 



/[v(-^)] ' 

Mais on a 

(9^)* + (/'^)^(1 -^ ^*) (1 — c'^*) = (1 + w;r*f .(1 + n^x^ ; 

done en faisant a;* = =- et a?* = , 

n II. 






l/[0+4-)(»+4)]-'^<-')> 



done en substituant, 
oa bien 



1 ». . 1 



1^ , 


n — n^ 


A 


y'n 


V-' 


n^ — n 


A 


t/«i 


V- 


n — Hi 


A 


n/n 


V-' 


fij — n 






On tire de \h : 

n iij~ -^ V ^n "•" t/iii -^ 
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Soit pour abreger, 






nu^ 



on aura en sobstitnant ces valenrs: 

c'est-i-dire : 

(i^ + ^^* + J^)»^= (l+«r«Kl + «,**) ,A + l + l'x\ 



nui 



Done 






Soit 



on aura 






/» — r y/ /if, — r 
/rf = — i- — 

n — iij ii| — n 



^9 

et en sobstitaant les valenrs de I et de f. 
done: 

En multipliant par — -~ et integrant on anra: 
arctang(g^=.-^.F+»^-^t(^yf'^">J.g(n)+'^'-^^^^^^^^ 
ou bien en d^signant ^ ^1 + «Xc' + «)] par ip(„), 

arctang(.i^) = -^ .F+ A*V(»)fl(«) + A*'V(»i).^».). 
On tire de I^: 
77(»)=- ±1. J^./ZK) 4^-.-F+ -l^.arctang(-«^), 

qui est la formule de rdduetion demand^e. 
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n^ est one fonction de n; je la designe par x(n). 

En mettant n^ au lieu de 91, faut mettre x(Mj = n, k la place de n^, 
on a done, 

En sobstitaant cette valenr il vient: 

in' . 

En general on anra: 

Soit par exemple P = 1 -f- dor^ j^ == ^^9 <»^ ^^^^i^* 
(1 + bx^y + i?*;r*(l — x^) (1 — c*:r*) = (1 + nx^) (1 + w,x*)', 
d'oii Ton tire: 

r«4.* = (c« + »J)/(l + -^), 
done 

i-c'=i/;(i + »)-'cK(c' + ») + »i[K(H-»)-y(i + -5-)], 

ce qui donne. 

_ 1 — <?« — •(! + «)+«•(«« + ») 

•(l+i.)-|/(l + i) 

on en r^doisant, 

_ c[g— •(«« + «)] [1 ^ •(! -I- n)] 



»i 



* « 
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XV. 



Sur la resolution algehrique des equations. 



\jn des problemes les plus int^ressants de I'alg^bre et celoi de la r^solation 
alg^brique des Equations. Aassi on trouve que presque' tons les g^omtoes 
d'an rang distinga^ ont traits ce sujet On parvint sans difficult^ k Texpres- 
slon g^n^rale des raclnes des Equations des qaatre premiers degr^s. On d^-^ 
eonvrit une m^Aode uniforme pour resoudre ces equations et qu'on croyait pouvoir 
appliquer a une equation d'un degr6 quelconque; mais malgr^ tons les efforts 
de Lagrange et d'autres geomtoes distingu^s on ne put parvenir au but pro- 
pose. Cela fit pr^sumer que la resolution des Equations generates ^it impos- 
sible algebriquement; mais e'est sur quoi on ne pouvait pas decider, attendu que 
la m^thode adoptee n'aurait pu conduire k des conclusions certaines que dans 
le cas oil les ^nations etaient resolubles. En effet, on se proposait de resou- 
dre les Equations, sans savoir si cela etait possible. Dans ce cas, on pourrait 
bien parrenir a la resolution, quoique cela ne fiit nuUement certain ; mais si par 
malheur la resolution etait impossible, on aurait pu la chercher une etemite, 
sans la trouver. Pour parvenir infailiiblement k quelque chose dans cette ma- 
tiere, il faut done prendre une autre route. On doit donner au probieme une 
telle forme qu'il soit toujours possible de le resoudre, ce qu'on pent toujours 
faire d'un probi^me quelconque. Au lieu de demander une relation dont on ne 
salt pas si elle existe ou non, il faut demander si une telle relation est en effet 
pbssible. Par exemple, dans le calcul integral au lieu de chercber, k Taide 
d'une espece de t^tonnement et de divination, d'integrer les formules differen-^ 
tielles, il faut plut6t chercher, s'il est possible de les integrer de telle ou telle 
manifere. En presentant un probifeme de cette maniere Tenonce meme contient 
le germe de la solution, et montre la route qu'il faut prendre; et je crois qu'il 
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y aura pen de cas oil Ton ne parviendrait k des propositions plus ou moins 
importantes, dans le cas m^me ou Ton ne saurait r^pondre compl^tement k la 
question k cause de la complication des calculs. Ce qui a fait que cette m6- 
tiiode, qui sans contredit est la seule scientifique parce qu'elle est la senle 
dont ou sait d'avance qu'elle pent conduire au but propose, a ^te pen usit^e 
dans les mathematiques, c'est Vextr^e cojinplication k laquelle elie parait £tre 
assujettie dans la plupart des probl^nies, surtout iorsqu^ils out une certaine g^- 
neralite ; mais dans bien des cas cette complication n'est qu'apparente et s*^vanouira 
d^s le premier abord. JTai traits plusieurs^ branches de Fanalyse de cette ma- 
ni^re, et quoique je me sois souvent propose des problemes qui out surpass^ 
mes forces, je suis n^anmoins parvenu a un grand nombre de r^sultats gen^- 
raux qui jettent lin grand jour sur la nature des quantity dont la connaissanoe 
est I'objet des math^matiques. C'est surtout dans le calcul integral 911 cette 
metiiode est focile a appliquer. Je donnerai dans une autre occasion les rteul-^ 
tats auxquels j^ suis parvenu dans ces recherches, et le proced6 qui m'y a 
conduit Dans ce memoire je vais traiter le probleme de la resfolution algebrt- 
que des Equations, dans toute sa g^neralite. Le premier, et, si je ne me troni- 
pe, le seul qui avant mpi ait cherche a demontrer rimpossibilit6 de la resolu-^ 
tion alg^brique des equations generales, est le geom^tre Ruffini; mais. soq 
memoire est tellement compliqui^ qu'il est tres difficile de juger de la justesse 
de son raisonnement II me parait que son raisonnement n'est pas toujours 
satisfaisant Je crois que la demonstration que j'ai donnee de ce tbeor^me, 
ne laisse rien k desirer du cdte de la rigueur; mais elle n'a pas toute la sim- 
plicity dont elle est susceptible. Je suis parvenu k une autre demonstration^ 
fondle sur les mdmes principes, qui est plus simple en cherchant k risoudre 
un probleme plus general. 

On sait que toute expression algebrique pent satisfaire a une equation d'un 
degri plus ou moins ^lev^, selon la nature particuli^re de cette expression. 
U y a de cette maniere une infinite d'equations particuli^res qui sont resolubles 
alg^briquemeat De la d^rivent naturellement les deux problemes suivaiits^ 
dont la solution complete comprend toute la th^orie de la resolution alg^briqiie 
des Equations, savoir: 

1. Trouver toutes les equations d^un degre determine quelcoiique qui soient 
resolubles algebriquement 

2. Juger si une Equation donnee est resoluble algebriquement, ou non. 
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' C'est \k eonaMnldotk 4e ces detax proU^es qui tet FiAjel ie 66 mi- 
mditej et qvoiqufe nouS' li*te ' donakms pas la solution eompl^j boos indlfae-^ 
ron^ B^anmoite des iiioyens sArs pour y pavvenm On yoii qile des deux pro-* 
U^es sbnt itatimemeiit li^s enfre eux, en sorte que la solution du premier doii; 
conduire & celle du second* Dans* le fond^ ces deux tb^or^mes siont les m^- 
me& Dans le cours des rechetches on parviendra k plusieurs pn^ositiobs 
g^n^rales sur les equations par rapport k leur r^solubiliti et ik la forme dee^ 
racines. Ce sent ces propri^t^s gdnerales en quoi consiste v^ritablement la 
th^rie des Equations quant k leur r&solution alg^brique^ car il famiporte pen lA 
Ton salt qu'une Equation d'une forme particuli^re est resoluble ou non. Une 
de ces propri6tes generales est par exemple qu'il est impossible de r^simdre' 
algibriquement les Equations generales passees le quatrieme degr6. 

Pour plus de clarte nous aliens d'abord analyser en pen de mots te pro-' 
bl^me propose. 

D'abord qu'est ce que cela veut dire que de satisfaire algebriquement A 
une equation tdgebrique ? Avant tout il faut fixer la notion de cette expression. 
Lorsqu'il s'agit d'une Equation g^n^rale, dont tons les coefficiens peuvent par 
consequent ^tre regard^s comme des variables ind^pendantes, la r^soluffon 
d'une telle equation doit consister k exprimer les raciiies en fonctions alg^ri- 
qiies des coefficiens. Ces fonctions pourront, selon la conception Tulgaire de 
ce mot, contenir des quantites conslantes quelconques, algi^briques, oil non. 
On pourra y ajouter, si Ton veut, comme condition particuli^re, que ces con- 
stantes seront de mdme des quantites algebriques; ce qui modifierait un pen le 
probl^me En g^n^ral, il y a deux cas diff^rents selon que les coefficiens 
contieiidront dj&s quantites variables, ou non. Dans le premier cas, les' coef- 
ficiens seront des fonctions ratUnmeUes d'un certain hombre d^ quantity or, 
z^ z*y 2!', etc. qui contiendront an moins une variable ind^pendante ;r. Nous 
supposons que les autres sent des fonctions quelconques de celle-l&. Danism 
ce cas, nous dirons qu'on pent satisfaire algebriquement k Tequation proposee, 
si Ton pent y satisfaire en mettant au lieu de Finconnu une fonction alg^rique 
de or, z, z\ z*, etc. Nous dirons de m^me qi|e T^quation est resoluble alge- 
briquementj si I'on pent exprimer toutes les racines de cette mani^re. L'ex- 
pression d'une racine pourra, dans ce cas de coefficiens variables, contenir des 
quantites constantes quelconques algebriques, ou non« 

24^ 
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\ ' Bans le Meond cas, oh Ton regarde les coefBciens iclraiiiie des qaantit6s» 
eonstanteSy on peot concevoir que ces coeffidens sont formes d'aatrea quantity 
eonatantes k I'aide d'operationa rationnelles. D^signons ces deraiteea qnantitea 
par a^ /?) Y^..., noos dirons qa'on peat satisfidre algebriquement a T^qoatioii 
propose, s'il est possible d'exprimer one on plasienrs racines en a, fiy /> • • • 
a I'aide d'op6ratioDS alg^briqaes. Si I'on pent exprimer tontes les racines de 
cette maniire, nous dirons que Teqaation est resoluble alg^briqnement; a^ fi^fy... 
poniTont d'aillenrs 6tte qnelconques, algebriqucs on non. Dans le cas particn^ 
lier oil tons les coefficiens sont rationnels, on pent done satisfaire algebriqae? 
ment k F^qnation, si une on plasienrs de ses racines sont des qnantit^ alge* 
briqnes. 

Nons avons distingn^ deux esp^ces d'equations, celles qui sont r^olubles 
algibriquement, et celles auxquelles on peut satisfaire algebriquement En ef- 
fet, on sait qu'il y a des equations dont une on plusieurs racines sont algebri* 
ques, sans qu'on puisse affirnier la mdme chose sur toutes les racines. 

€ela pose, la marche naturelle pour resoudre notre probl^me se pr^te 
d'elle mdme d'apr^s Tenoned, savoir il faut substituer dans Fequation propos6e, 
a la place de Tinconu, I'expression alg^brique la plus ginerale, et ensuite cher- 
cher s'il est possible de lui satisfaire de cette mani^re. Pour cela il faut avoir 
I'expression g^nerale d'une quantite algebrique et d'une fonction alg^brique. On 
aura done d'abord le probl^me suivant: 

"Trouver la forme la plus g^n^rale d'une expression algebrique." 

Apr^s avoir trouv^ cette forme, on aura I'expression d'une racine alge- 
brique d'une Equation algebrique quelconque. 

La premiere condition k laquelle cette expression algebrique doit 6tre as- 
sujettie, est qu'elle doit satisfaire k une equation algebrique. Or, comme on 
sait, elle peut le faire dans toute sa gen^ralite. Cette premiere condition est 
dmic remplie d'elle-mdme. Pour savoir maintenant si elle peut dtre particulari- 
s^e de sorte qu'elle satisfasse k I'equation proposee, il faut chercher toutes les 
Equations auxquelles elle puisse satisfaire, et ensuite comparer ces Equations a 
la proposee. On aura done ce probl^me: 

"Trouver toutes les equations possibles auxquelles une fonction alge- 
brique puisse satisfaire." 

n est clair qu'une mdme fonction algebrique peut satisfaire a une ininite 
d'equations differentes. Done lorsque I'equation proposee peut etre satisfaite 
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alg^bri^emeiit, fl y ann deux caB;.oa cette Ration aera *la moina ^Ae^ie k 
laqoelle elle poisae aatia&ire^ oo il doit exiat» one aufire de la ntee fome a 
laqaelle elle puiaae aatia&ire, ^ est d'aii d^r^ moina ^lev^, et qui eat la plus 
simple. Dans le premier cas, nous dirona ^e T^atioii eat irrSductiNe, et 
dans Faatre, ^'elle est riduetihU. Leprobl^me propose ae d^coaqpose aiaai 
en ces deox antrea: 

1. "Jdger.ai one Equation propos^e est rMnctible, on non." 

2. ^Jager si ane Ration irr^dactUile pent dtre satisfiute algebriqaeanenty 
on noa." 

Consid^rons d'abord le second probltoe. L'^qoatioa propoato ^tant irr^ 
dnetible, elle est par IJ^ la pins simple equation k laquelle Texpression alg^bri- 
que cherchee ponrra satisfaire. Done pour s'assnrer si elle pent 6tre satisfaite 
on non, il fieuit chercber I'^qnation la moins elev^e a laquelle une expression 
alg^briqne puisse satisfaire, et ensnite comparer cette Equation k I'^qnation pro- 
pose. De \k natt le probleme: 

''Trouver T^nation la moins dlevee k laqnelle nne fonction alg^briqne 

puisse satisfaire.'' 
La solution de ce probleme sera TcAjet d'un second paragrapbe. On aura 
ainsi toutes les Equations irreductibles qui pourront dtre satisfaites algebrique- 
meut. L^analjTse conduit aux theor^mes suivants: 

1. '^Si une equation irreductible pent £tre satisfaite alg^briquement, elle est 
en m^e temps rteoluble alg^briquement, et toutes les racines pourront 
dtre representees par la m^me expression en donnant k des radicaux qui 
s'y trouvent, toutes leurs valeurs." 

2. ^Si une expression alg6brique satisfait k une Equation quelconque, on 
ponrra toujours lui donner une telle forme qu'elle y satisfasse encore, en 
attribuant k tons les differents radicaux dont elle se compose, toutes les 
valeurs dont ils sent susceptibles." 

3. Tie degre d'une Equation irreductible, reaoluble algebriquement, est neces- 
sairement le produit d'nn certain nombre d'exposans de radicaux qui se 
trouvent dans I'expression des radnes. 

Ayant ainsi montre comment on pent parrenir k Tequation la moins eiev^e 
a laquelle ponrra satisfiiire une expression algebrique quelconque, la marche la 
plus natnrelle serait de former cette equation, et de la comparer k I'equation 
proposee, nuns on tondie ici dans des difficultes qui paraissent insurmontables. 
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Car qiMqa'dn :ait assign^ niierigleginirale pour foimer dani chaq«e ca» pat- 
ticalicff I'^e^uatioii la plus, simple, 4jd eat- lam d'avoir par tt Fetation mdme. 
Et gaind miftme on pahiendrait k tronrer cette ^qoatidii, eooHBent jilger si des 
coeffidena d-ade telle eomplieatiim poovaient en effet £tre ^gani a oeux de Fe- 
^ptdtion propo86e. -Mais je sols parvenu au but propos6 en soiT^mt «ne- antre 
route, savoir en g^ueralisant le probl^me. 

D'abord Tequation ^tant donn^e, son degr^ le sera de m^me. 11 se pre- 
dente done mkintenant d'abord ce probl^me: 

"Trouver Tezpression algebrique la pins generate qui puisse satisfaire 
k une equation d'un degr6 donn^." 

On est condnit natnrellement k considerer deux cas, selon que le degrS 
de r^quation est un nombre premier ou non. 

Quoique nous n'ayons pas donn^ la solution cemplete de ce problime, 
n6apm6ins la man^e naturelle de la solution a conduit k plusieurs propositions 
gen^rales, tres remarquables en elles-mdmes, et qui ont conduit k la solution 
du problime dont nous nous occupons. Les plus importantes de ces propositions 
sent les suivantes: 

1. "Si une Equation irr^ductible d'un degre premier /i est rfeoluble algibri- 
quement, les racines auront la forme suivaate: 

y = A + y'R^+y'R^ + ... + y'R^,, 

oil A est une quantity rationnelle, et R^^ R^y. . . R^^^ les racines d'une 
Equation du degre fi — V* 

2. "Si une Equation irr^ductible, dont le degre est une puissance d'un nom- 
bre premier ^\ est resoluble algebriquement, il doit arriver I'un de deux^ 
ou r^quation est decomposable en ij!^ Equations, chacune du degr6 ^^ 
et dont les coefficiens dependront des equations du degr6 fi^; ou bien 
on pourra exprimer une quelconque des racines par la formule 

y = A + VR, + \^R^+... + l/^R,, 
oil A est une quantity rationnelle, et R^, R^^...R^ des racines d'une 
m^me equation du degr^ r, le dernier nombre ^tant tout au plus ^gal k 

/i — 1. 

5. "Si une Equation irr^ductible d'un degre /i, divisible par des nombres 
premiers diffi6rents entre eux, est resoluble alg^briquement, on pent tou- 
jours decomposer fi en deux facteurs /i^ et /i^, de sorte ^e F^ation 
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pfdposte Boit il^ii^odable en /i^^^fuatioM^ chacanQ do degr6^ fi^y et ^ont 
les coeffideos d^ndent d'^qoatioiis do; degr6 fij^J\ 
4. '^i ue Equation irr^ductible dmdeigr^ fi% oh /i est premier, est :r6ibolii)ile 
algebriquemeii^ on pokirra toujours exprimer one ^eiconqae des racinetr 
paf la fernmle;: : . ' » ; . ♦ 

oil f dteigne une fooction rationpelle et sym^trique des radicaox entre 
les parenthtees, et A^, R^y ...Ra des raeines d'ane mdme Ration dont 
le degre est tout aa plus 6gal k /j!^ — ^ 1." 

Ces th^ort^mes sent les plus remarquables auxquels je snis parvenu, mais 
outre cela on trouvera dans le cours du m^moire une foule d'autres ^prppri^s 
g^n^rales des racipes, propri^t^s qn'il sera trop. long de, rapporter ici. Je di- 
rai seulement un mot sur la nature des radicaux qjoi pourront se trouver dans 
^expression des raeines. D'abord le troisi^me th^or^me fait voir que, si le 
degr^ d'une Equation irr^duetible est repr^sente par 

il ne pourra dans I'expression des raeines se trouver d'autres radicaux que 
ceux qui pourront se trouver dans I'expression des raeines d'equations des 
degr^s /i^ai, p^%y ^,*i, . . . ^to*«. 

A Taide des th^or^mes g^neraux auquels on est ainsi parvenu, on en a 
ensuite deduit une r^gle gen^rale pour reconnaitre si une Equation propos^e 
est resoluble, on non. En effet, on est conduit a ce r^sultiat remarquable que, 
si une equation irr^uctible est resoluble algebriquement, ' on pourra dans tons 
les eas trouver lea raeines k Faide de la methode de Lagrange proposee pour 
la resolution des equations; savoir, en suivant la marche de Lagrange on doit 
parvenir k des Equations qui aient an moins une racine qui puisse s'exprimer 
rationneliement en les coeffieiens. II y a plus, Lagrange a fait voir qu'on pent 
ramener la resolution d'une equation du degre k celle de equa- 

tions respectivement des degrte a Faide d'une Equation du de- 

gr^ . Nous d^montrerons que c'est cette equation qui doit n^cessaire- 

ment avoir an moins une racine exprimable rationneliement en ses coeffieiens 
pour que r^qoalion proposee soit resoluble algebriquement 

Done, si cette condition n'est pas remplie, c'est une prenve incontestable 
que requation n'est pas resoluble; mais il est a remarquer qufelle peat dtre 
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remplie sans qae Tiqnatioii soft en effet resoluble alg^briquement Poor le 
reconnattre, il faat encore sonmettre les Equations anxiliaires an mdme examen. 
Cfependant dans te cas oil le degr6 de la proposee est nn nombre premier^ la 
premise condition snffira tonjonrs, comme nous le montrerons. De ce qui 
pr6c^de, il a 6t& facile ensuite de tirer comme corollaire qu'il est impossible 
de r^soudre les Equations g^n^rales. 

§. 1. 

D^emdnatian de la forme gSn&ale d'une espresiion algArique. 

i 

Comme nous Favons remarqu^ plus haut, il faut avant tout connaitre la 
forme gin^rale d'une expression alg^briqne. Cette forme doit se d6dnire d'une 
definition g^n^rale que voicL 

IJne quantity y est dite pouvoir s'exprimer alg^briquement en plusieurs 
autres quantit^s, lorsqu'on pent la former de ces demi^res k Faide d'un 
nombre limits des operations suivantes: 

1. Addition. 2. Soustraction. 3. Multiplication. 4 Division. 
5. Extraction des racines avec des exposans premiers." 
Nous n'avons pas parmi ces operations compt6 Tel^fvations k des puissan* 
ces enti^res et Textraction des racines avec des ^xposans composes, parce 
qu'elles ne sent pas n^cessaires, la premiere £tant contenue sous la multiplica- 
tion, et le seconde sous I'extraction des racines avec des exposans premiers. 

Si les trois premieres operations ci-dessus sent seules n^cessaires pour 
former la quantity tfy elle est dite ratiannelle et entih'e en les quantit^s con- 
nues, et si les quatre premieres operations sent seules necessaires, elle est 
dite ratiannelle. D'apr^s la nature des quantit^s connues nous ferons les di- 
stinctions suivantes: 

1. Une quantity qui pent s'exprimer algebriquement en Tunite s'appelle un 
nombre algebrique; si elle pent s'exprimer rationnellement en I'unite, elle 
s'appelle un nombre rationnel, et si elle pent etre formee de I'unite a 
Faide de Faddition, soustraction et multiplication, elle s'appelle un nom- 
bre entier. 

2. Si les quantites connues contiennent une ou plusieurs quantites variables, 
la quantite ^ est dite fancHan algebriq^e^ rationnelle ou entUre de ces 
quantites selon la nature des operations necessaires pour la former. Dans 
ce cas on regarde comme quantite connue toute quantite constante. 
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A taide de ces d^finitioss on ^tdilira sans peine lea iprapositiimi 
tea^ connnes depois long tempa: 

1 Une qnantit^ y exprimable entierement en lea qnantitte a^i ai9««««K»9 
pent dtre fonn^e par I'addition d'nn nombre limits de termea de la foiMe 

A itwit nn nombre entier et m^, m,, • • • m^ dea nombre entiera en y eon- 
prenant z6ro. 

2. Une quantity y exprimable rationnellement en a^ , a^.. .q^ ponrra toujonra 
ae mettre aona la forme 

oil y^ et y^ aont exprimes entierement en lea mdmea quantity. 

3. Un nombre rationnel pourra toujonrs ^tre r^duite a. la forme 

on y^ et y^ sont dea nombres entiera poaitifs, premiera entre enx. 

4. Une fonction enti^rey de plasieiira quantit^a variablea x^, x^^...ik^ pourira 
toujonra £tre formee par I'addition d'un nombre limits de termea de la formie 

oil ^ est une quantity constante et fn^, m^^.. .ron dea nombres entiera en 
y comprenant zdro. 

* 

5. Une fonction rationnelle y de plusieurs quantites at^, x^...Xn pourra tou- 
jonrs se r^duire a la forme 

oil y^ et y^ aont dea fonctions enti^rea qui n'ont point de facteur commnn,. 
Cela pos^, il nous reste k determiner la forme des expressiona alg^briquea 
en general. 

Quelle que soit la forme d'une expression algebrique^ . elle doit d'abord 
contenir un nombre limits de radicaux. Designohs tons lea radicaux diffe- 
rents par. 

et il est clair que la quantity propos^e pourra a'exprifnet rationnellement en 
ces radicaux et en les quantites connues. D^signons cette quatatit^ par ) 

Tome aecond. 25 
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• :. Lm radioaiiXuqiii composent une expression alg^brique peaVent ^tre de 
deux esp^ces : oa ils sont necessaires poor former rexpression, on non. S^iis 
ne sont pas necessaires, oo peat les chasser, etalors Pexpression ^opdis^ 
eontiettdra unnombre Inoindre de' radicanx. . De laiil suit qtfon pent ; tonjonrs 
supposer que les radicanx soient tels qtl*il soit impossible d'exprimer I'expres- 
sion algibriqne par nne partie des. radicanx qui s'y tronvent 

Cela pos6, comme le nombre des radicanx est limits, il s'ensnit qne par- 
mi les radicanx, il se doit tronver an moins nn qni ne soit pas contenn sons nn 

antre radical. Snpposons qne yR^ soit nn tel radical, la qnantit6 R, ponrra 
tonjonrs s'exprimer rationnellement en les antres radicanx et les qnantit^s connnes. 

Maintenant y est nne fonction rationnelle des radicanx et des ijn^tit^s 
connnes; done on pent faire 

ohifj^ ety^ sont des expressions enti^res des radicanx et des qnantit^s con- 
nnes«r .Done on ponrra d'abord faire 

3fi _ Po + Pi.y^Bi^P^WRiJ ■»-.•. + P. WRJ 

oil Po9 -^19 « * * Qo9 Qiy • ' • ^^^^ ^^^ expressions rationnelles des qnantites con- 
nnes et des antres radicanx. Or on pent encore simplifier beanconp cette ex- 
pression. D'abord d^signons par 

les valenrs qae prendra y^ en mettant an lien de yR^ les valenrs (oyR^j 

(o^yR^ . . . (a^i''^.yR^j (o 6tant nne racine imaginaire de I'^qnation coi^i — 1=0; 

on salt qne le radical yRi et la qnantit^ to disparaitront de Texpression dn 
prodnit 

y«y .y^a • • • y«^»**"'\ 

et qne Pexpression y^.y^.y, . . .y/i^*"*) sera rationnelle enyR^ sans w. 



^ I 



On aura done 
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oil z^ est entier enles quantities connaes et en les radic^kjax^l%^jS,*^9...s,,et.^ 

JL J— JL 
entier en Us qikantit^s ^dnnnes et les radicanx R^^'y B^N, i%/> ... 

= En^filiaWit-donc '' * - -; ''■ " '^-^ ^^'"^ ^^ ' '■' ' ' ''''" 

on aura 

1 H 



% - ' r I 

Or on a 



*i *i . *i 



K-i . 1*1+1 1 



1 ^••^ . 



i 






: ;;« iiB^i*ia=^i, jR^ »^i z^zR^.Ry't etc/ 

done on ponrra enfin supposer 

oil P^, Pi9" • ^ix,-i ct ^1 pourront s'exprimer ratUmnellement en les quanti- 

11 
t^s.'connue^ et les radicanx ^^i^a, J?/3, etc.. * ' 

'^ Maintenaiit les quantites P^^ P^^i . .R^ £tant des expression' alg^briques, 
mais contenattt un radical- demoins, on pouM'a les mettre sous uifiie fotmH sem- 

blable & celle dc y. Et si Ton d^signe par Rj^a un radical qui se trpuy^ con- 
tenu sous un des autres radicanx, le^ expressions dont il s'agit pourront se 
mettre sous la forme 

. ■ ■ . 1 * . • • • I ■ • . V ■ « , _ 

ou R^, P'o, P'l,. . •■P'^j-i pourront s'exprinker rationnelleinent dh les qnflntites 

connnes et les radicanx R^^^^ R^^^y etc. ' 

En continuant ainsi, on doit parvenir enfin ^ des expressions qui ne con- 
tiendront aucun radical, etqui par consequent seront rationnell^s en les quan- 
tit^s connnes. V . 

Dans ce qqi pr^c^de nous avojis. besoin de distii^guep , lec^iexprfig^^nfi 
algebriques selon le nombre des radicanx qu'elles contiennent Nous nous ser- 
virons de I'expression suivante. Une exjitession al^idbrili^e qui,* outre loiit 
quantites connnes, ne etfntfent qu'un ik^ihbre de n radtfeaux> sera appel^e expres- 

25 * 
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sion algebrique de Vwdre n. Ainsi par exemple en supposant connues les 
qdantites Y^* ®* V'^V^^ qaantiti 

sera une expression algebrique da second ordre, car outre , les qoanti^ V^l^ 
j/jr elle ne contient que les deux radicaux 

K(8 — V^2 -{- V»), i^iS+Vn + ViZ -Vi + Yn)). 

§.2. 

DUmrminatian de V4quation la tnoms 4lev4e d laqueUe pmti sattafatre une espresnan 

algibrique donnde. 

Poar simplifier ies explressions, nous nous servirons des notations sni- 
vantes: 

1. Nous d^signerons par A^^ B^, C^y . . . des expressions alg^bri^es de 
I'ordre m. 

2. Si dans -4»==/i<j4"/'i*r ^+ • •• + Pfir^Ar ^/ ^^ substitne k la 

place de yR soccessivement to.yR^ (o*.]/i3, . .. a)i^~^.|/^/Zy oii o> est 
one racine imaginaire de Tequation coi^ -— 1 = 0, nous disignerons le pro- 
dait de tontes les qoantit^s ainsi fornixes par 11 A^. 

3. Si tons les coefficiens d'une equation 

sent des expressions alg^briques de I'ordre m^ nous dirons qne cette 
Equation est de I'ordre m. Nous designerons son premier membre par 
f)(y,m), et le degr^ de cette Equation par ^9)(y,m). 

Cela pos^ nous aliens soccessivement ^tablir les th^r^mes suivants: 
Theoreme L Une Equation telle que 

• (it • 

1 2 |i,-l 



oil fo> 'i9* * '^lAi-i ^^^^ exprim6s rationnellement en co, o ^tant une racine 
imaginaire de H^tion m^i — 1 = 0, les quantites connues et les radicaux 

y^ty yj^^y...^ domiera s^par^ment: 
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Demonstration. Spit y^i = 2, on aura les deux ^qaations 

f. ^'— yi = o,. u ........ (y) 

Si done les eoefficiens <^^ t^y etc ne sont pas 6ganx i^ z^ro, z sera une ra- 
cine de T^qaation (d). Snpposons que T^cpiation: i . 

= *o + V + -- • + **-i-2^ +^ 
soit one eqoatiMi inr^dnctible k laqaelle pnisse satisfaire 2;;^ s^j s^y etc. ^tant 

des qnantit^s de la mdme nature qae t^^ 'i9***^,-i9 ^t k nn noinbre qni est 

nteessairement moindre que (i^. Toutes les racines de cette Equation doivent 

fie trdUTer panni celles de r^qnation 

Or si z est one raeine, ane autre qnelconque pourra ^e repr^sent!6e par 
fo^.z; done, si k est plus grand que I'unit^ I'^qnation doit ^tre encore satis- 
faite en mettant vi*.z an lieu de z. Cela donne: 

d'oii I'on tire en la combinant avec la pr^c^dente 

== *i(a)^ — 1) + • • . + (w*^ — 1).:j*-\ 

Maintenant cette Equation, qui n'est que du degr^ k — 1, ne pent subsister, 
k moins que tons ses eoefficiens ne soient s^piadr^ment ^ganx a z6ro. - II fant 
done qu'on ait 

»*^ — 1=0, on co*^ = l, r 

....... • 

ce qui est impossible en remarquant que (i^ est un nombre premier II faut 

• ■ . 

done que ^=1, or cela donne 

•"> 
d'on z = Yy^ = — v 

ce qui est de m^me impossible. Les Rations {fi) auront done lieu. 

Thearhne 11. Si nne Equation, 

9)(y,m)=0, ^ 

est satisfaite par one expression algebrique 

de I'ordre 91, on n est plus grand que m^ elle sera encore satisfaite en met- 

^% 1*1 w 

tant an lieu de yy^ toutes les valours co^yi, ^**Yyi ^^^ 
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Theweme III. Si les deux dqaations: ' 

^'y,jit)±=0 et qp^(y,w)==d, • • ':':'. («) 

desquelles la premiere * est* irredttfctible, et n=oa<m, ont une racine com- 
mime, il faat que > 

En effet, quel que soit 7j(y,n)^>fious pioiirrons faire* ' 

oulp 4egr6. 4e F{y;,m) est Mioindre qae celoi ide 9(^9^). 11 faat done, ik came 
de^ , Rations {t\ qa'on ait en m^mt temps 

ce qui ne pent sobsister, a moins que tons les coeffidens de oette Equation ne 
soient s^par^ment egaux a z4ro. Done, quel que soit y, on a F{y^ m) = 
et. par suite, , 

V liy fn)=zf{y,m).ip(y,m}. 

nSorimeiy. Si I'on a 

9'x(y.»)=Ay.»»)-9'(y.»»)» ..•••••••••* (0 

on doit avoir encore 

' 9'i(y»»)=/'i(y,»»')-^9'(y»»»)- 

. ■ . .>>■■■ t .. . 

En effet, en changeant dans T^ation (f) le radical ext^rieur yy^ suc- 

cessivement en (ayy^ , co*Vyi ^^^-y ^11^ ^^^^ encore satisfaite. En d^signant 
les valeurs correspondantes de (piy^m) par 9)'(y,t»). 9*(y5 »»)••• y^'^'^Hyj^)? 
la fonction (p^iyju) sera divisible par toutes ces fonctions; done aussi par leur 
produit, si elles n'ont point de facteurs commnns. Or si Ton suppose par 
exemple que fes deux equations 9)'(y,in) = 0, 9)'(y,m) = aient lieu en m^me 
temps, on en tirera: 

y^ + A^y^\ + B^y--^+... = 

r + A'n.y''^ + B'^y^'^ + .... — 0.: 

Or si elles ont une racine commune, elles doivent dtre identiques. Done 
les fonctions (piy^m)^ (p'(y^m) etc. n'onl pas de faoteurs communs, par suite 
la fonction qj^iy^n) sera divisible par le produit 

q){y,m).(p'{y,m) . . . ?)(»*-*) (y, fn), 
c'est-i-dire jpiar nfp{if,m). Done. 



•» V', 



V « 



■J 
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Thearhne\. Si P^qiiatioii v. i ) . 

est irreductible, celle-ci, 

. ^9'(y»."»)=P=.9:i(y?'?').» ^ . 

le sera de mdme. . ' -. , 

■ ■, . S . . . J . . , ■ . .• 

1 « > « 

En effet, si elle ne T^tait pas, supposbns que ;. .:, : -> ^ !i ;i • {.,;(r 

soit une telle equation. Alors les deux Rations 9,(^, 9n') = et 9>(y,m)=9:0 
auraient une racine commune, et par suite , , i . . i 

ce qui' est impossible, car le degr^ die (pj^y^fnf) est moindre que celni de 
Viiyy^')' Done etc. 

* I 

Cela poe;6,, rien n'est plu^ facile que de trouverFequation Ja minns ^levee 
a laquelle ji^sse /^atisfaire une expression alg^briqme., 

Soit a^ Texpression dont il s'agit, et 

■ / — ' •. M l , : A. 

et . , v(y) = o, 

I'equation irr^duGtible ^ laqu^elle elle doit ^attsfaire^ 

La fonction doit d'abord £tre divisible par ^ — a^. Or, si elle est divi- 
sible par ^ -r- a«., elle est enoore divisible par n(if -^ajj tss (piyif^i)^ Mais 
9)(y,mJ est irreductible, done t/;(y) est de mdme divisible par 

ensuitepar . ^9>i(y>»««) = SP«(y>»^)> 

etc. :i ' 

Maintenant les nombres m, m^, ^n,, ... ferment une suite d^croissante, 
on doit done enfin parvenir k une fonction 

oil m^i = 0. Alors les coefficiens de cette fonction seront rationnels, et com- 
me elle doit diviser la foactiOA .if)(^), I'^qaation 

sera pr^cisement l'6quation cherch^e. 

Le degr^ de cette Equation se trouve ais^ment En effet on a sticcessi- 
vement: 






1 \ 






, » . I • 
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■ < ■ . 

• ^ / 

Done le degri de Tequation 

dans le eas on m^^ = 0. 

Pe ee qui pr^e^de on pent maintenant d^duire plostenrs eons^quenees 
importiEuites : 

1. Le degr6 de I'equation irr^ductible k laquelle satisfait nne expression al- 
g^brique, est le prodoit d'nn certain nombre d'exposaicsr radicaox qui se 
trouvent dans Texpression alg^brique dont il s'agit Parmi ces exposans 
se trouve toujours celoi du radical exterieur. 

2. L'exposant du radical exterieur est toujours un diviseur du degr^ de T^- 
quation irr^ductible k laquelle satisfait une expression alg^brique. 

3. Si une Equation irreductible pent £tre satisfaite algibriquement, elle est 

en m^me temps resoluble alg^briquement En effet, on aura tontes les 

JL J-L i 

racines en attribuant dans o^ aux radicaux ^m>^, y^^^s • • • y«^>^*^ toutes 

les valeurs dont ils sont susceptibles. 

4. Une expression alg^brique qui pent satisfaire k une Equation irreductible 
du degr^ /i, est susceptible d'un nombre de /i valeurs diff^rentes entre 
elles, et pas davantage. 

5.5. 

Sur la forme de Vexpressien alg^rique qui peut satisfaire d une Equation irrMuctihle 

d'un degrS donn^, 

Supposons maintenant que le degr^ de I'^quation 

v(y) = 0, 

k laquelle satisfait Texpression alg^brique a» soit exprime par /i ; on doit avoir, 
comme nous ^^vous vu^ 



• ■.■..<: ! : ». . 



s \ 
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Premier cos: si [i est un nombre premier. 
Si [i est un nombre premier, on doit avoir 

et par suite, 

— -5. M 

«• =Po +/'iW +P.W + • • • +/^ii-i-(y«i) »" • 

Les autres racines se trouvent en mettant au lieu de yj^y les valeurs coj^mI^, 

\L — 

to*yJ^9 • • • ^^"^'Ifm^* On anra ainsi en d^ignant par i^, z^, . . .Zy^ les racings 

de Tquation, et en faisant pour abr^ger y^=zs: 



», =;»o +p,"*^ +?,«*•*'"+ • • • +Pm^-» •«"*"*»* •* 



• • • • 



i*> 



Maintenant pour que ces quantit^s soient en effet des racines, il &ut qu'on 
n'ait aucune nouvelle valeur en ^ttribuant k tons les radicaux qui se trouvent 
dans les quantit^s p^y p^y p^ . • • JP|x-i ^^ ^9 ^^^ valeurs dont ces radicatix sont 
suseeptibles. 

Soient p'^,, p\, p', > • • • jv Vi * ^ ^"* sjrst^e 4e valenrs ainsi fpnn^ety on 
doit avoir 

J. ■ ■ ., Jii ■ ,■ 

• » # • • 

J- J!zL 

et a une valeur differente de (o' il repond une valeur diff^rente de to. En fai- 
sant done Q)'= 1, CO, (0% • . . coi^'^^, on aura en designant les valeurs correspon- 
dantes de eo par co^, q)^, co^.^.co^^: * 

JL -* i- JL 

i. ■ i i- JL ' '•'• 

JL A i. •. 

Tome second. 26 



En ajoutant il viendra. 

On troQvera de m^me, 

i. 1 . 



2 



+ etc. 

2- i- ^ ^^ 

(JL L M\>^ 

d'ou *' =<^ + <j.*i*ff <,.5»* + ... + <^i.,f »* (a) 

Or je dis qu'on doit avoir f ^ i= 0, f^ :== 0, . . . t^^i = 0. 

En effet, dans le cas contraire on anrait ^ 6gal & nne fonction rationnelle 
dfe Sy ^9 p^9 p\ . • -p^i, i^'iji^i, et par 1& z^ 6gal k nne fonction rationnelle de 
ices indmes qnantit^s. 

Cela pos^ on ne pent pas exprimer s\ p\y p\" - rationnellement s^ p^. 

jp^,...; car cela donnerait sv- en fonction rationnelle de s, p^^ p^. . ., ce qni est 
fHip4MSt8ftIe; Mate ai 1*^ cherdie F^ation irrednctible i laqueUe pooTra satis- 
faire z^ y on trouvera qne son degre doit 6tre nn nombre compos^^ ce qai n'a 
pas lien* Done I'^qoation (a) ne pent avoir lien a moins qn'on n^ait t^ = 0, 

Cela donne: 

(JL iL M\i* 

etc. 

• • • > 

On conclnt de la: 
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done 

et par suite 

On aura done 

5'i* = gr^,5is *'i*=jrj.5i^ , ate. * ' 

Or nous avons 

P\ + P\^ '^ + iP'^^ '^+"-=/'o + «Vi^ + --- + ^^'^Pv*'^ + • • • ; 
done on en tire 

i- — 

et de la ' /i'f.tf' = ^/.*^ 

Maintenant puisque v ne pent avoir que Tune des yaleurs, % 3, • • . /i — 1, 11 
s'ensuit que p^.s n'aura qu'un nombre de /« — 1 valeurs diff^rentes. p^.s doit 
done saiisfaire k une Equation qui est tout au plus du degr6 (i — 1. 

On pent faire p^ = 1, et alors on aura 



Je dis maintenant qu'on pourra exprimer les quantity P%9 Pt9 ' * ' Pp.-! ration- 
neliement en s et les quantites eonnues. 

On a 

p^ = — (z^ + z^ + -f* ^ia) = '"le quantity eonnue 

I* 

9 
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De Ik on tire: 

• •••■•••••••••••••••••••••••••••. •••^•••4«.« 

• . . • • •. •'* 

(La suite de ce mdmoire qui, ce qui est bien k regretter, n'est pas tennin^, con- 
siste senlemeiit dans les notices abr^g^es ci-dessous, dont ii m'est bien r^nssi, comme 
on Terra dans les notes, de d^dler one partie, mais Jusqn'^ pr&ent non pas tout. 

Note de r^dtteor.) 

^1*1+ 9^^2+ • • • + 9h^^= «i 

9A+ 9 A + • • 4- y A' = % 

f - » 

,'••• •*• 

c'est-a-dire ^ 

9i=fi^^'") 
tant qae non 

*r' + • • • + ^0 = (*i — ^2) (*i — "^i) • • • (* 1 — "^0 = 0- 

Or soft 

(^1 + «>"*.«« 4- «>■'*• ^i + • • *y = (^1 + ^i^a + ^A + • • O*^ 

1 ' 

ce qoi est impossible; done 

'q^z=ip^.s rationnei en s et en les quantit^s connnes. 

Done 

1 *. £ M 

^1 =jPo 4- ^'^ 4- /"J^)^*" 4- AC*)"*'' 4- • • • 4- /"ji-iW"^ '^ • 



•♦ 



ao5 

Soit P=iO r^qiiation la moins elevee en s da degr6 r, l68> paiciUes de 
cette equation seront de la forme ' 

m', m\.. . »i(^*) se troovant parrai celles-d 

%9 Oy 4j *^• • jM- ^— !• , 






\ » 



Vv. 



v.- \ 



^9 



• • • 



m* — 1 



= entier^ A: = factear de u — 1, 

A: =: a^, on Ar < j^. 

Soit m ane racine primitiTe pour le module /i, on pourra repr^enter 

z par 

1 . .« .i^> 



Solent «^, «„ s„ .. . s^ les valeurs de «, on doit avoir 

1 ■«.* 



*!?=/'«*'* 



*S 



/>'«•*, 



■ 1 , 



• • ■ ■ * 



. '"U 



^l^=/|«(«^»).^l^ll^ 



o\M^*-i)a 






,1* = p,(^o . (/!.(*-*))-'. (f a^*^))-" • . . {pir'" .* •* 



k 
ak 

a 



.«'>' 



Soit 9.« >^ une autre racine 



en sera encore une. 



entier, 

facteur ie fi — 1, 
Ot — 1)», 



'A' 



m 



DHn'» 



9^|-* "^ 



','! !'m' 
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II faat done qae 



/i -— 1 = eaa'fi' 

mfi' 

A* — 1 = A"/5", 

mats /S*</?, fi'Kfi'i done A*>^, A'>A:', ce qui est contre lliypothtoe; done 
les raeines de I'^ation 

P = 
poorront £tre representees par 

s 









oil ;? =(/'(j^i))i^.** 

iJL— 1 

V 

Le degr£ de Feqaation P == doit done £tre an faetenr de fi — 1 . 

D^signons (f{s))^.s^^ par 0^, les raeines deviendront 

Sy 0^, 0*^, 0'*, . . . 9^^s oil 0"** = s. 
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On a encore 

4 

m »<H>1 iii>04-i »(^-i)Q4-t 

H-/*'o(*)-»'^+/".(*)-*~^+/'.(«)-*~^H— • H-ZW*).* »* 



*.~=(/•»(*))'•^^T" 

' — i. 2. ' i 

IM ^ HI m AM 

M* iM* a* »* 

+ V,(»)-* •" + V,(*i)'*/ + 9>A)-'/ + • • • + 9>,(*»-i)- *^i'' 

•iOt-i m^^i m*-i »•*•* 



• 



1 1 mOt m«a m(^-i)a 

1 m« m«« m»a 1 

1 «(v-i)a 1 ,m« m(v-0« 



208 

-.log* =logJ +-_loga+— -log «,,+ -— log ff, + ... 
i .log*, == log J, + ^loga+^log a, + .^ log «, + ... 



m« . 1 m>»a^i 



*»^ :*f=:(J~":JJ.a^i i^ . 



/. . 



r+A*')y-'H-/"'(*').y"-*+---=o = T(y,*') . 

Ay.*» c) =0, 



#^1 > Jv-« > '^s > • • • '( fonctions rationnelles 
de *, *| , *j, . . . *j_i , ^, p J , (>,.•• ^v-i • 
■^(y> '» 'ii '«>••• '(-1) (>> ^i> Qt) • • • (>>-i) sera facteur de if(y) pour toates les 
valeurs de s, ^^, ^s9 • • • 

Done le degr^ de .i/;(y) est divisible par (i\ 
II y a deux cas: 

1. si ^V(y) = A** 

2. si (Jt^(y) = ^^./i'. 
Dans le premier cas: 

Dans le second cas: 

^{y^ ^j ^ij • • . P> Pi • . .) = 3^*"' + /"(^^ *i J • • • pj Pi • • •jy'"'"" 

+ 

Soit Z =: jF(of, ^, Sj^\..Qj Q^.. .) 

z n'obtiendra pour les diff<6rents radicaux qu'un nombre de /i^ valeurs differenles; 
done z sera racine d'une equation du degre /xK Par suite 
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v(y) = o 

donnf! yi*' + f{z) . y i^'-* + f'{z) . yV-'-* + . . . = 

oil z est determine par une Equation du degr^ fi^. 



Ay,*) 
f\y, yRi, Pi* 9i* . .) = 0, 

f\y, yR^t , p^i , q^i , . . J = 0. 

• • • = nf\y, yiit-i , p^i , yv_i , ...) 
, vfl, vRi> Vii^,...VR,-i, p> Qy-Pi, 9i>-p^i> 9H-i) = 0f 
. y, K^ K ^,, •V'^e-i, Pi q,-Pi> 9',,-i»^», y»-i, Rt*Rt+i"R>-iJ = o. 



Tome second. 27 



XVI. 



Demonstration de quelques formules elliptiques. 



^ovexA a^y a^y a^...b^y b^^b^... des qiiantit^s quelconques dont Tune ao 
moins est variable. Soit 

ct supposons 

ou A est one constante. AloiB je dis qu'on anra 

en determioant convenablement le signe des quantites 0^, O^y • • • O^j^. 

Demonstration. Eu posant dans I'equation (i) x 6gal k Vane des quanti- 
tes 9)0^ , qpO^, . . . qpOfX) on anra, 

2. /I* — q\i — c^x^){\ + eV*) = 0, 

d'ou I'on tire, p — ± qV(X — ^*^*) (1 + ^*^*) ; 

ou bien en faisant x = (f% 

p—±q.f^.F^. 
D^signons le premier membre de I'equation (2) par R, on aura, en diiferentiant 
par rapport k x et a^,, a^ ... b^y b^.. . 

5. (^^ydx + dR = 0, 

oil le signe i se rapporte seuiement aux quantites a^, a^.. .b^^ ^^ - • •; mais 

dR = 2pdp — 2qdq (1 ~ c^o:*) (1 + e^x^) 

= ipdp — tqdq {f^f . {F^f. 
Done en mettant pour p sa valeur -^q^f^^F^ et pour q sa valeur •^-f^'^sr^ 



1. 
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L'eqaation (3) deviendra done 

Or a: = 9)^ done dx = d^.f^.F^; par suite 

Le numerateur ^ t{pdq — qdp) est une fonction enti^re de a;; en )a d^signant 
par i/>(a:) et faisant l—j—j = ^(^)) on aura, 



irf9 



+(') 



Soit poor abreger qpO. = d;., I'eqaation pr^eedente donnera: 
Done 

±*.±d,.±...±.v=fj}+4^+-.+^- 

Maintenant le degre de la fonction entiere \p{x) est n^eessairement moin- 
dre que celui de A(^); done, d'apres un theor^me connu, le second nombre de 
Tequation precedente s'^vanouira. On aura par consequent: 

±rfe,±rf6,±rf03±...±rfe^ — 0. 

De la on tire en integrant: 

± ^ ± 0« ± Os ± • • • ± 0,, = const 
et par suite: 

c. q. f. d. 

Le signe des quantites 0^, O,. . . n'est pas arbitraire. II est le m^me que 
celui de T^quation, 

2. 

Je suis parvenu a ces deux formules: (Voyez Tome i pag. 220) 

ic 3tc 5tc 



• • • 
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oil Y=/' v(i^,4) > /'(«y)=1/[i-<P'(«-^)]. et la foactton ,> deter- 
min^e par la formale, 

en faisant a? = 9)8. 

Si Ton developpe la fonction qpO suivant les puissances de 0, il est clair 
qa'on aura un r^sultat de la forme: 

'^ "^ 1.2.8.4.5 "*" 1.2.3... 9 "^ "' T 1.2.8. . .(4i» + l) ">-•••» 

oil A^^ A^...An>'- sont des nombres rationnels et m^me entiers. On aura 
de m^me, en developpant la fonction /"O: 

r^ — i 3^9 -h 1.2^8,4 — 1.2. ,.6 ^-'± 1.2.. .211 ^ •• 

En vertu de ces fori^nules les deux equations (1) donneront, en develop- 
pant suivant les puissances de a : 





3ic 5ic 
a4«-i « * 4_ 541.-I ^ * 


— 


e^+1 


' c'^'+l ' «*« + l 




It 


3ic 5ic 




ea 


341M-1 ^* +5*^^ ^* 


1 


e^ + 1 


• 


¥ 


1C 


Sic 5ic 




e* 


_ 3«, « ' + 5«- « * _ 


I 


e^-1 


e^^-1 ' t^^-l 


5^ 



«..(^r. 

La premiere de ces formules a ete trouv^e par M. Cauchy dans ses exercises 
de Mathematiques T. II pag 267. 



xvn. 

Methode generale de trauver des fmictwns d'une seule quantite variable 
larsquune propriete de ces foncHons est exprimee par une equiUion entre 

deux variables independantes. 



k^oient X ei y deux quantites variables ind^pendantes, a^ ^^ /, d etc. des fonc- 
tions donnees de x et y, et 9), /*, F etc. des fonctions cherchees entre lesquelles 
une relation est exprimee par une equation F = 0, comprenant d'une maniere 
quelconque les (juantit^s x^ y^ (pa^ fii, Fy etc. et leui*s diiferentielles. On 
pourra en general a Faide de cette seule equation trouver toutes les fonctions 
inconnnes dans les cas oil le probl^me est possible. 

Pour trouver Tune des fonctions il est clair qu'on doit chercher une ^qua- 

« 

tion oil cette fonction est la seule inconnue et par consequent chasser toutes 
les autres. Cberchons done d'abord a diasser une fonction inconnue par ex- 
emple (pa et ses differentielles. Les quantit^s ^ et ^ etant independantes on 
en pent regarder Tune, ou une fonction donnee des deux, coinme constante. 
On pent done differentier I'equation F = par rapport a I'une des variables x, 
en considerant a comme constant, et dans ce cas I'autre variable y doit dtre 
consid^re coinme fonction de x et de a. Or en diif^rentiant I'equation V = 
plusieurs fois de suite en supposant a constant, il ne se trouvera pas dans les 
equations r^sultantes d'autres fonctions de a que celles qui sont comprises 
dans r^quation F=:0, savoir (pa et ses differentielles. Done si la fonction 
V contient 

<pa, dq)ay d^(pay . . . d^q)ay 
on obtiendra, en differentiant Fequation V-=.0 n-\' 1 fois de suite dans la sup- 
position de a constant, les 71 -f~ ^ Equations suivantes : 

r==0, rfF=0, rf*r=:0,..;rf'^*F=0. 
Eliminant de ces n-\-2 Equations les n-]- 1 quantites inconnues 

(pay rfya, rf*^a, etc. 
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il en resultera une equation F^ = qui ne contiendra ni la fonction 9a ni ses 
diff^rentielles, mais seulement les fonctions f^9y Fy^ etc. et. leurs diff^rentielles. 

Cette Equation F^ = pourra maintenant dtre traitee de la m^me mani^re 
par rapport k Tune des autres fonctions inconnues /*/?, et on obtiendra une equa- 
tion F^ =1^ qui ne contiendra ni q>a ou ses diff^rentielles, ni f§ ou ses diffe- 
rentielles, mais seulement Ff etc. et les differentielles de ces fonctions. 

De cette mani^re on pent continuer I'elimination des fonctions inconnues 
jusqu'^ ce qu'on est parvenu k une equation qui ne contient qu'une seule fonc- 
tion inconnue avec ses differentielles, et en regardant maintenant Tune des quan- 
tites variables comme constante, on a une Equation diff^rentielle entre la fonc- 
tion inconnue et Tautre variable d'ou Ton pourra done tirer cette fonction par 
integration. 

On pent observer qu'il sufBt d'^liminer jusqu'a ce qu'on aura obtenu une 
equation qui ne contient que deux fonctions inconnues et leurs differentielles, 
car, si par exemple ces fonctions sont (pa et /}?, on pourra, en supposant ^ 
constant, exprimer x ei y en fonctions de cc ^ Taide des deux equations a = a 
et /? = cr et parvenir de cette manifere a une equation differentielle entre q>a et 
a d'oii Ton pourra par consequent trouver (pa. De la m^me mani^re on trou- 
vera une equation entre f^ et /? en determinant x ety par les Equations a=^r 
et /? = /¥. Ces fonctions etant ainsi trouvees, on trouvera aisement les autres 
fonctions a Faide des Equations restantes. 

De cette mani^re on pourra done en general trouver toutes les fonctions 
inconnues, tant que le probleme est possible. Pour examiner cela, il faut sub- 
stituer les valours trouvees dans Tequation donnee, et voir si elle est satisfaite. 

Ce qui precede depend, comme nous venons de voir, de la differentiation 
d'une fonction Ae x et y par rapport a x^ en supposant constante une fonction 
donnee de ;r ety ; y est done fonction de x et dans les differentielles se trouvent 

les expressions ^ , — ^ , —L , etc. Ces expressions se trouvent aisement 

en differentiant I'equation a r= ^ par rapport ^ a; et en supposant y fonction de 
X. En effet, on obtiendra les equations suivantes: 

d(t I d% dy ^ -. 

dx ■" dy dx ' 

dx^ '^ dx.dy ' dx '^ dy^ ' dx^ '^ dy ' dx^ ' 

etc. 
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d'oii Ton tire 



/rfa 



dy ^_^ \ds 



) 



ds / dcL 



\dtf 



y 



d^y Vftr^/ I g \ds.dyJ' \ds) \1^)* \dx ) 

\dyJ \dy/ \dy) 

etc. 

Lft m^thode g^erale de r^soudre T^qaatioo F=0 est applicable dans 
tons les cas oil i'^limination peut s'effectuer, mais il pent arriver que cela ne 
soit pas possible, et alors il faut avoir recours au calcul des differences, mais 
pour n'^tre pas trop long, je ne m'occuperai pas ici de ce cas, mais je renvoie 
le lecteur au Lacroix \x\\k du calc. diff. et du calc. integr. tome III pag. 208, 
oil Ton trouvera comment on doit s'y prendre dans ce cas. 

Nous aliens appliquer la th^orie g^n^rale ^ quelques exemples. 
1. Trouver la fonction tp qui satisfait a I'equation 

f etant une fonction quelconque denude. 

En differentiant cette Equation par rapport i :r en supposant a constant 
on aura 

or nous avons vu que 

dy \ds/ 



dx / i/a \ ' 



\dy 



cette valeur etant substitti<ie dans I'equation ci-dessus, on obtiendra apres avoir 
multiplie par -p- : 

Faisant maintenant f constant, determinant :r et y en /? par les deux Equations 
y=-c^ /^ = /^ et substituant leur valeurs, on obtiendra entre 9)/? et /9 une equa- 
tion differentielle du premier ordre, d'oii Ton tirera la fonction 9^/?. 
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Soit f{x, y, 9)/?, (pY) =z(pli+(pY, 

on aura f'{x) = 0, f'{y) — 0, f((pp) = 1, /-'(^y) = 1. 

L'equation deviendra done 

A r^/^P ^* r/a rfp\ , , fdrf da da dy\ 

^' Viir ify lir dyJ~^^\ds dy ds dy P 

on tire de la en integrant 

da dy da dy 

ds dy ds dy 

On voit aisement que sans diminuer la gen^ralit^ du problime on pent faire 
/? = ar et y=.yj et on aura 

Ayant done ya = 9a: + ^, 

on en conelnt 

yda\ 

(px^ip'y I ——.dx, 

od y est suppose eon^tant apr^s la differentiation. . 
Appliquons eela a la reeherehe du logarithme. 

On a log(:ry) = logar4-logy, 

J da da 

done « = ay, — = y, ■^ = a;; 

substituant ces valeurs on obtient 

loga: = c I - 
Si Ton veut troaver Tare tang {x), on a 

arc tang (^_^^) = arc tg. (a;) + arc tg. (y), 

done a = rs ^ 

1— jy 

et par suite 




1 1 _ M rfjT 

done 

s 



da 1 I y{x'¥y) 1+y* 

rfjr ~ 1 — jy "*" (1— jry)* (1— J^y)* ' 

rfg 1 I jr(y + jr) 1 +jr* 

ify ~ 1 — jy ■♦" (l-Jry)« ~ (1-fy)* " 
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On tire de la 



ds/ 1+g' 



.« » 



(f ) *; 

par consequent (px = (jp'y . / /^^ . rfar, 

et de la 

arc tg. (j?) = c #-r = #-- ;r- ctt faisant c =: 1. 

Supposons Diaintenant 

fi^y V> VP^ W) = (pfi.(py = (px.(py 
en faisant fi=zx et y = y. 

On aura done 

r^ = Ty = /"'(y^) = 9>y, /"'((ipy) = 90: 

^=^ = 1 ^ = ^ = 0. 

ds dg ^ dy fix 

L'equation deviendra done 

, dOL , dOL -. 

(—) 
done 5:£.=:^.l^, 

et en integrant log wx == -2-^ / ^ ,> . 1/^. 

Soil l4Sll-.dr=r, 



/ 



<«) 



on aura (px = e^. 



Soit par exemple a == a: -|~ y? on aura 

d(t ^^ A da. 



1 =-^, done T=zfdx=ix, 

dy ^ 



ex 



et g)d; = c 

Soit a = ;i:y, on aura 

doL rfa 

'ds"~y' "^" 
Tome second. 28 



y, :^ = x,T^f^ = \ogx 



218 

done g);r = ^-^'*8', 

c'est-i-dire q>x = x\ 

Si Ton cherche la resultante R de deux forces ^gales P dont les directions 

font un angle egal k 2x^ on tronvera que R:=.P.q)X^ oil q)X es^ une fonction 

qui satisfait k I'equation 

q)X.(fy = q>{x + y) + q>ix —y) 
(Voyez Poisson traite de mecanique Tome I pag 14.) 

Pour determiner cette fonction, il faut differentier I'l^ation par rapport a 
X en supposant y -\- xz=i const et on aura 

(f'x.(py'^q>x.q>'y.^=zq>^(x — y){l-^ -|); 

mais de Tequation ar + y = c on tire -^ = — 1- 

Substituant cette valeur on obtient 

(p'x.tpy — (px .(p'y=z 2(p'{x — y). 
DiflKrentiant niaintenant par rapport ^ a: en supposant x — y = const on aura 

(p''x.q)y + q)'x.(f'y.^—(p'x.(p'y — (px.(py.-^=zO; 

or r^quation x — y == ^ donne ^ = 1, 

done qi^x . q)y — (px . (p^y = 0. 

La supposition de y constant donne 

(p*'x 4" ctpx = 0, 

d^oii Ton tire en integrant (pxz=:a. cos(/?a; -f- y) 

aj ? ^t Y ^t^^t d^s constantes. En determinant celles-ci par les conditions du 

probl^me, on trouvera 

a = 2, /?=1, y=:0; 
done 9);r = £cosar, et par suite jB = £P.cosar. 

2. Determiner les .trois fonctions % f et ip qui satisfont a I'equation 

^a = F(x, y, ipx, q)% ^-fy, f% - • •) 

oil a est une fonction donnee de x et de y, et F une fonction donn^e des 

quantit^s entre les parentheses. 

Differentiant I'equation par rapport a :r en supposant a constant et 6crivant 
/rfa\ 

au iimi de 



ensuite — r f \ ^^ ^^^^ ^^ 'zr' ' ^^ obtiendra I'equation suivante 



(f) 
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da , 

ds F's + F'(<fs).<f's + ...• 

da F'y+F'{fy).f'y + ... * 

Si dans cette equation on fait y constant, on a une equation differentielle entre 
q)x et X d'oa Ton pent tirer q>Xy et si Ton fait x constant; on a inie Ration 
differentielle d'ou Ton pent tirer fy; ces deux fonctions itant trouv^es, la fonc- 
tion %pa se trouvera sans difficult^ par i'^quation propose. 

Exemple. Trouver les trois fonctions qui satisfont k I'^quation 

V(^ + y) = V^'f'V + fyv'^' 

On a ici F{x, y, (px, (p'x fy, fy)^=^q>x.f'y -^fy.ff^x\ ? 

done F'x = F'y = 0, F\q>x) == f'y, F'((p'x) = fy, 

de ptus a = ar-|"y> 

done ^=1» ^ = 1- 

dx dy . 

Ces valours ^tant substitutes, on aura 

ou bien 9^*f^y — fy • 9"^ = 0. 

Faisant y constant on trouvera 

(px=z a.sin(ft;r-|- c), 
et si Ton fait x constant 

^y = «'sin(6y + c'). 
On tire de 1^ 

q>'x = ab . cos(6:r -f- c), (p^x = — oA* . sin(6:r -f- c) 
fy = eft . cos(fty + c% py = — a'h\ . sin% + &). 
Ces valours ^tant substitutes dans la proposee, on obtiendra 

'^(x -j- y) = aa'6(sin(6ar + ^) • cos(fty -f- €?') -|- sin(iy + ^') • cos(6ar -j- c)) 

= aa'ft . %m{h{x + y) + ^ + ^')* 
Les trois fonctions cherch^es sont done 

(pxz=ia. sin(&a; -j- c) 
fy = a'. sin(fty + c') 
'ipa = aa'b . sin(6a -4- ^ + ^0* 
Si Ton fait a = cr' = ft = 1 et c = /:' = 0, on aura 

28* 



*• 



' 1 ; 
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ifx = sin Xy fyr= sin y, i/;a = sin or, et par suite 
sin(a? ^ y) = sin ar . sin'y -|- sin y . sin' x. 
Trouver les trois fonctions qui sont d^terminees par Fequation 

^{3C + y)=f{xy) + (f{x — y). 
INff^rentiant par rapport k x ^n supposant x-\'y constant, on aura 

Q^f{xy).(y — x) + i^\x — y). 
Maintenant pour trouver 9, soit xy^=^c ^i x — y = a, on aura 

done yce = A:* -f- -x- • ^*- 

m 

Pour trouver f^ soit xyr=,§ et x — y=^Cj on aura 

done /•/? = £?• 4- €»§. 

Ces valours de 9>a et fp etant substituees dans I'equation donn^e, on obtiendra 

^{x + y) = (f + &xy'^kf + ^(x^yY. 

Pour determiner 1^, soit a? + y = a, d'oii Ton tire y^=^a — ^; 
done 

ifa=id'+ffx{a—xy\-k+ 4 (2^— a)*=^'+ 4 ci'+i^+xa{&—ik)+(tk—&)x^. 

m A 

Pour que cette equation soit possible, il faut que x s'^vanouisse ; done on aura 

ik — c' = 0, et r' = ik. 
Cette valeur etant sobstita^e donne 

qui sont les trois fonctions cherchees. 

Comme dernier exemple je prendrai le suivant: 
Determiner les fonctions (p ei f par I'equation 

(p{x + y) = (px.fy + fx.(py. 
En supposant ;r -j- y = ^, et en differentiant, on obtiendra 

== q>'x.fy — (px.f'y + fx.tfy — fx.tf% 
Supposons de plus que /'(0) = 1, et 9^(0)= 0, et nous aurons en posanty=0: 

Q=z(p*x — (px.c-\' fx.d; 

done fx = k<px + k'(f^x. 
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Sobstituant cette valeiir de fx et faisant y constant, on aura 

(f^x + (up^x -|- hq>x = 0, 
et en integrant 

ffX'=id.&^ -^ (f.^'* . 
Connaissant q>x on connait aussi fx^ et en snbstituant les valeors de ces fonc- 
tions, on pourra determiner les valeurs des quantites constantes. On pent 
supposer 



ce qui donnera 



C^z==::—C-=..,^J-^^ia = — a^ = Y—i, 



ipx = ^-^r:^ = Sin or 



et fxr= 5 ==008 0?. 



xvm. 



Resolution de quelques prohlemes a Vaide d^mtegrales definies. 



1. 

La valeur de V expression ffis-^y^ — l) + 9(x — y^ — 1). 

MJorsque ff est une fonction algebrique, logarithmique, exponentielle ou cir- 
culaire, on peat, comme on sait, tonjoars exprimer la valeur r^elle de 
ip{x + yy — 1) + q){x — y — 1) SOUS forme reelle et finie. Si au contraire 
q) conserve sa generality, on n'a pas que je sache, jusqu'a present pu I'expri- 
mer sous forme reelle et finie. On pent le faire a I'aide d^int^grales definies 
de la mani^re suivante. 

Si on developpe (p{x -j- yY — 1) et q>{x — yY — 1) d'aprfes le thiorfeme 
de Taylor^ on obtient 

done 

Pour trouver la somme de cette serie, considerons la serie 

t^ t^ 

(f(x + t) -= q)X'\- t.(p*x + -^-9"^+ YJ'^'^^'^"' 

En multipliant les deux membres de cette equation par e^^'% et prenant en- 
suite I'int^grale depuis t=i — oo jusqu'^ t = ^ oo, on aura 

/" (p{x+t).e--'*\dt=i(px f^e^''\dt+(p'x f^€^''\tdt+^^x f^€r^^'\tHt^- 
BO ^ — OO ^ —OO ^ — OO 

Or /•"«-*'•'.<«-+*. rf* = 0; done 

^/ -OO 
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Posant x=0, on a 

2» 



Soit par exemple tpt = 6*, on aura 

fpiyV^ 1) + fp{—yV— 1) = cy^-i + e^^^-^ = 2 cos y; 
COS y = ^ f vdver*''' . f'°^-^''\dti 

TC^^— 00 ^/ — 00 



done 



~ f-v^l* ^/ y^ -A-a 



or r e'-^'^.cftzrrJ^.^^ , 



done cos V = -^ /* dv.e^ ^ ^' 



cos V = -^ /* 



Si Ton fait t; = — , on aura 

y 



«» - -«Hi-?^ 



C0Hy=z -^ fdt.e ^^ «* 



En donnant d'autres valeurs a q)t on en peat dedaire la valeur d'autres inte- 
grales d^finies, mais eomme mon bnt etait seulement de determiner la valeur 
de g>{x -|- "K — 1) + vi^ — yV' — 1) J® ^^ ™'^^ oceuperai pas. 

Je remarquerai a la fin que de la m^me mani^re que de Feqaation 

j'ai trouv6 Sy ainsi de T^quation 

i/;(a)= /* (p{xa).fx.dx 

j'ai trouv^ la fonction 9), oil tf; et /* sent des fonetions denudes, I'mtegrale etant 
prise entre des limites quelconques, mais la solution de ce probl^me est trop 
lopgue pour ^tre donn^e iei« 

2. 

Les nomhres de Bernoulli esprim^s par des integrates d^flnies, d'o& Von a ensuite d^- 

duit I'espression de I'int^grale flnie S^jr. 

Si Ton developpe la fonction 1 — -^--^ot-^ en s^rie suivant les puissan- 
ces enti^res de t/, en posant 

l_^.cot|-===^^.^ + ^^-.^^+...+^. ^3 

les coefficiens A^^ J^^ A^ etc. sont, comme on sait, les nombres de Bernoulli. 
(Voyez Euleri Institutiones calc. diff. pag. 426). 
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On a 

(Voy. Euleri institut. calc. diff. pag. 423.) 

et en developpant le second membre en s^rie: 

2 2 2.TC« \ ^ 2* "^ S» ' / 

+ 2ri5-(^ + aT + 8r+ • • 7 

"^ 2r^V^ "^ 2^ "*■ "P" "*■ • ' 7 

+ 2i;=r-;^V^ + 2«r + jsr"^ • • 7* 

En comparant ce developpement av precedent, on aura 

1.2.3... 2n 2«»-i.ic«"V ~ 2«» ~ 8«" ^ J 

"— — — '- 

o ^ * 

On a _i__=c-* 4- «-" + <!-»«+!..; done 

^ — 1 

Or f^e-^.t*^Kdt = ^^' 

Jo *•" 

Cette expression se d6dnit de I'equation r{a)=: f^ dx (log— J en y fai- 
sant a^^2n et a: = c~**. 

mais d'apr^s ce qui precede, on a 

1 -r 2sr + -p^ -I- 1.2.8.. .2« " — r(2ii+i) •^-' 

done fht^rUL— r(g") 2^1 „.- ^ _ 2'»-^ic«" ^ 

et par consequent 

Tome second. ^^ 
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En mettant tir au lieu de t, on pbtieudra enfin 






Ainsi les nombres de BemouMi peavent ^tre exprimes d'une mani^re tres 
simple par des integrales definies. 

De I'autre cdte on voit aiissi, lorsque n est on nombre entier, que I'expres- 
sion /** '- — est toajours rationnelle et egale a — - — .A^ ce qui est 

assez remarquable. Ainsi on aura par exemple en faisant »= 1, 2, 3. etc. 

e^-l ~^ 



ol^^CT""^^"^ —TIT 

etc. 
Maintenant a I'aide de ce qui precede, on pourra tres facilement exprimer la 
fonction Sipx par une integrale definie. 

On a 
En snbstituant les valenrs de A^, A^, A,y etc. on aura 

S<fX=.J<fX.dX ^^x+—.J^ _____ _y^ __ + ^^^^^^,y^ __. 

c'est-a-dire 

sq>x=.fq,x.dx-ux+ f* '^* L'x. l-r:f-.JL+-^^.^+..). 

^ J^ YT 'J^ e"^^—!^ 2 1.2.8. 2» ' 1.2.8.4.6 2» "^ / 

^V ^ a '^ / ^ 1.2 2« ' 1.2.8.4 2* 

* 

^ '^ V^ 2 1.2.8 2» ^ 1.2.8.4.5 2» ~ / 

9'V^ ^y—l)—g>x — -^.—+ 1.2.8.4 25- •• 

V 1^9>a;. 2 —___._+ j^2.8.4.5 2^ ' * / 
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On tire de la 

l' 

Cette valeur ^tant snbstitaee dans I'expression de S(px, donne 

2(px=f(px.dx — :^x+Jj^-^^^-— 27^=r[ 

Cette expression de rintegrale finie d'one fonction qaelconque me parait trto 
remarquable, et je ne crois pas qu'elle ait et6 trouvee auparavant 
De Teqaation pr^c^dente on tire* 

On a ainsi I'expression d'nne integrate definie tres generate. Je vais faire voir 
rapplication a quelques cas particuliers. 

1. Soit (pxr=ie'. 
Dans ce cas on a 

^(;r+ 1K-i) = C.^'''*==c(cos 1 + K— l.sinl); 
done —^ 1 ±__p l-=C8iii-i; 



et par consequent 







mais 



irt ^ 



„ e^ — 1 

o 



-2^*=— — -- ety^iir = e'; done 

or . 8in ^r- - 
1_ ^ 1 

Si Ton fait q>x = ^"^, on obtiendra de la m^me mani^re 





fli^ . 8in —zr- 



1 J_ . 1 



o * * 

Si Ton met 2< a la place de t, on aura 

y*^dt.nnmt j e** + 1 1 

29 



228 

fononle tronv^e d'ane autre maniire par Mr. Legendre (Exerc. de calc. int 
T. n. p. 189.) 

SS. Soit q)x =i — i on tronvera 

et J<px.dx==: i-^ = log x-\- C^ 

done /•* ^:^?- =2\oex — l-^2£(-) + C. 

On determine C en posant x=ly ce qui donne 

C = 3 -f /•* ^:^^ 

Jo (1 + i««) (e'* — 1) 
3. Soit ^or = sin oar, on aura 

9 (^ + 4v/-l)-9 G - T ^-0 _ CO, as (Ji -T^ 

27=1 ~2~^^ -c y» 

^ Sin era: = -^-^ ^-^ j km ax. ax =, .coso^r; 

2 sin i a ' -^ a ' 

done 

* - -i 
conax I e^-e ' ,fe^_ cos(ax-^a) ,^ 1 . eos oar + 1 sin a;r, 








et en ecrivant 2a an lieu de Oy et reduisant 

^ = cot a — — . 

e^' — 1 « 

En supposant d'autres formes pour la fonction q)X on pourra de la m^me mani- 
^re trouver la valeur d'autres ^integrales definies. 
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/•'': 



done arc tang (-^) = — —r;^fv^ • 

et de 1& i = — l/'a.tang f Jpdx . e-'''''j ; 

mais yz=i2T^:=::zZ.e'^^^ \ 

done y = — V^^ • ^ ' • t^^sf-T— '7^ .pdxj ; 

maintenant 

l,*-^*^ = ar.e--^'" ; done e'-^"^ = fl , c^*^ = j/(^) , 

L'equation ^Z^ + (jP + 9y + ry*)*^ = 0? 

deviendra done 

''a' + 1' + 1(^ - 7fe> + '•^'j^ == 0' 

et son integrate 

y = — - j/^ -tangC/KM-^; 
oil bien, en mettant pour la tangente son expression exponentielle : 

Soit par exemple p = — »* = — > on aura 
et y — 



2f^ 

! + «•'• 



1 +cx« 



En supposant p-=.3if^ et 7* t= a^, on aura — P- = — et — i^ = — , ♦ 



f«— ■ m<^ii 



done <'y + (*'" + ^(« — »n).^4" ^•y'')*^^®' 
et y = — ^r"*" . taut/r H ?— r • ar»<-+-+«)\ 
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Soit w = — m — 2, on aura 

dg+{^--{m + 1)1. + JL.)&: =0, 

y ^ — ;r*<-' . tang(A + 'og x) = — X^^ . tang(iog(A'j;)), 
d'oti i'OD tire 

jj-i y fr-uc tongfy . T-— ') 

Si dans I'eqtlatioD (2) on met a la place de z, oo aura 



et lorsque 



dz -j- (r.e--''*" + /i.e-'"'.z*)rfr = 0, 



rfy + (P + «y + J^*)*^ = 0- 
Lorsque p^O, oa a dy-^- {qy -\- ry'^)dx = 0, 

et y = 1 

Telle est done Tiotegrale de I'^quation 

dy-\-(qy-\'ry*)dx=0. 
Si dans I'equation propos^e on fait ^ ^ ^ = r, on obtient 

done f- — ^^ — - = — fpdx. 

mf c + Ttay + y* •" 

or ■*y _ 1 / ^ ^y \. 

y'^-i-tay + c 2 /(a* — c) Vy + o — \/'{a^ — c) 3f + a+ /(o* — c)/' 

done 

->''' = l/(iJ^r7)- [""sCy + o —>^(«' — c))-log(y+<i+K(a'—c))], 
ou bien 



et de la 



•"^ ^Vff + a + /(a" — c)-' 

» + « — •(«' — c) _^-ai/(.'-e)./yJ. . 

S + O + /{<!*— C) ' 

^^ -rV (..'-.)■ J,- 



y=-a+V{a'-c). 



l_^-'V {••-)■/," 
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Dans ce cas, I'equation (2) devient 

cdz + (cT^" •^''" + e~'^^ . z')pdx = 0; 



mais on a 



V fqdx —JP^* 



done on aura * 






Si Ton fait /I =1, ce qui ne diminne pas la gen^ralite, on a /pdxz=:x~{-k^ 
et par la 

cdZ'^-yce' +c * .z^)dx=:0; 

Lorsqu'on eonnait une valeur de y qui satisfait a T^quation 

^'y + (/> + yy + ry^)dx = 
on ponrra aisement trouver Tintegrale eompl^te. 

Soit y ' eette valeur particuliere. On fera y = y ' + ^ ®t ®" ^'^''^ 
ife + rfy' + (;> 4- yy' + ry'*)rfa: + (z{q + 2ryO + r^*)i3tr = 0. 
Or par Thypoth^se on a rfy ' + (/> + yy' + ry^^)dx == ; done 

dz + ((y + 2ry')z + r^*)iir = 0, 

d'ou Ton tire en integrant 

1 

2, " " —————— ^—^—^——^— ————— • 

mais y ^ 2 ~h y' ) ^onc 



y=y'+ 



g-/(9+*ni')dx 



fg-R<t¥irrf)d, ^^ 



Soit par exemple 



dy + {^+^+ cy')dx=0. 



Faisant y=.— on troavera 



h -\- \. -\- ah -\- cV^ z=^ 0, 



et de la 

*=_f-±.V[(^)'-l]; 

done y' = I ^~^ ± l/ [( ^11^ ) 1 } • — ^st une integrale particulifere, et 



a 



comme on a 9 = — ■ , rr=c, I'integrale complete de I'^quation proposee est 

./^..-'■*''tc-)--"ii-/- 

et en effectoant les int^ations 



im 



*={^±i/[(^)-t]!4+ 



oil )^ et C sont les constantes arbitraires dues aux integrations. 

Quoiqu'on puisse, comme on vient de voir, resoadre plusienrs cas en em- 
ployant des substitutions . convenables, il semble pourtant plus commode pour 
I'integration des equations differentielles de chercher le facteur par lequel 1'^- 
quation doit ^tre mnttipliee pour devenir integi^ble. 

Soit z ce facteur, de sorte que Teifuation 
soit une differentielle complete. On doit avoir, comme on sait, 

ds dy ^ 

et en effectuant la differentiation 



Soit Z'=.e'^ on aura 



*.=(p+yy«).^ + 2^y.j. 



^=(;, + ^y«).^+2^y. 



Qvoique cette equation en general ne soit pas moins difficile a resoudre que 
la proposee, ellc pent n^anmoins servir a decouvrir plusieurs cas partic^Iiedris 
dans lesquels eelle-ci est resoluble. 

Supposons par exemple que r = a . Iog(a -f- ^y)^ oil a est une quantity 
constante, et a et /? des fonctions de x seul. En substituant cette valenr de r 
on obtiendra 

Tome second. 30 
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a + Py a + Py ' 

oil a' = -T- et /5' = --^ . *Eii multipliant par « + /?y on aura . 

aa' — a/?p + (a/J' — aajr)^ — (a/Jy -j- Zfiq)^^ = 0, 
6t par la 

aa' — afip = 0, cr/?' — gagr = 0, afiq + 2/?^ = 0. 
La derniere equation donne a= — 2, et en substitnant cette valour dans les 
deux autres equations, on obtiendra 

a' — fip=z 0, /*' + ay = 0. 
Si de ces deux equations on tirait a et ^ en p etq, on parviendrait, k une 

equation diffi^rentielle du second ordre; mais on trouve p=z--- etq=: — -^ ; 

p OL 

si done ces deux conditions out lieu, on a r = — 2 Iog(a -f /iy\ et par suite 
n suit de la que I'equation diff^rentiene 

pent ^tre integree, et que le facteur qui la rend integrable, est 
L'int^grale sera done 

e'est-i-dire 

fx = 0. 

Poor troaver /x, il faut differentier, ce qui donnera 

V^^ P«(a + py)« / ^ (a + py)« — "' 
^ op ' 

done f'x+ «'P + 'P'+Wy __ ««'-PP'y' ^0 

d'ob fen r^dnisant 

' apa ' ^ ap« 

L'lnt^grale de I'^ation 



(«+Py)* 



sera done 



d'oii I'on tire 



y=— -S- + 



Sopposons ^' = a = -^ , od aura 



_ ^ I 1 

■ p 



Voy. memorie della societa lUiliana T. Ill p. 236. 



- > 



< : • ' 
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.A^.A^« 



Sur t equation differentieUe (y + ^)^y 4" (/^ "I" 5^ 4" ry*)^ = 0* 



^ette equation peut toujours ^tre redaite a la forme 

zdz+{P + Qz)dx = Q. 

Pour cet effet je pose y = a + /^^ 5 

done i/y = ifa -{- pdz -|- ^? ; done en substituant : 

(a+^ + /?z)(<fo+2«?/?+/?rf2) + (;> + 9'a + y/?z+ra*+2ra/S2; + r/SV)rf^ 

ou bien 

z^ —)az i ^^; 

Pour que cette Equation soit de la forme zdz + (P + Qz)dx = 0, on doit 
avoir les deux equations suivantes: 

done a = — ^ et /? = ^"•''^*'', 

P = (/i — y^ + r^*).<?'-^'^, J9=((y — 2r^)£iar — €&).<?-^'''. 

Si done dans I'^quation (y + s)dy + (/> + 9^y + Ty^)dx = 0, au lieu de 
y on met a -|- /?z = — * -f- z.e'^^^^ on obtient 

Done, si eette Equation est resoluble, celle-1^ Test de m^me. Cela a lieu si 

V — 9^^ + ^^* = 0, 
ou bien si ' 

Dans le premier cas on a 
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et dans le second cas 

«fe + (P — y* H- rs*).e'^''' . «te=0, d'ou z=V{^fiqs—p-^rs%e*^'^.dx): 
L'equation diff^rentielle 

(y + *)rfy + (y* — »•*• 4- jry + ry*)<ia: == 
a done poor integrale 

et celle-ci 

a pour integrale 

On pent anssi denner nne autre forme k I'eqnation 

zdz-\-{P + Qz)dx =.0. 
Eq mettant y -{- a aa lieu de z od a 

(y + «)(rfy + rf«) + (P+(p(y + a)i£r = 0; 
c'est-a-dire 

{y + ^)^y + «^ + P^ "h !?«^ + y{Qdx -f- rfa) = o. 

En posant maintenant 

Qdx + rfa = 0, ou a = — fQdXj 
on aura 

{y—fQdx).dy + Pda:=0, i 

et en faisant — jQdoc = fi et par consequent j? = ^ -r— , 

(y + ^rfy + Piir = 0, d'oii dy H ?— .lir = 0. 

Si Ton fait Pdx = Jt;, on a • 

dv + (y + M)dy = 0. 
Je vais maintenant chercher le factenr qoi fasse I'eqnation 

ydy'^{p + qy)dx=zO 

une differentielle complete. 

Soit z ce factenr, on anra 



* ! • • 1 . } ' -^ 



♦ ' 
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ou bien 



y'i-ip+9if)i-^9=o. 



Soit zr=ie^ on aura 

d% ^^^^ dr . d% ^___ dr 
dx * dx dy dif 

Done y,^ — {pJ^qy),±_—q — o, . 

Snpposons r=.tt'\- /?y, on anra 

c'est-i-dire 

On en tire 

et par cons^nent 

/? = — c, a = — cfqdXj — qi + 5^ = 0. 

Le facteur cherch^ sera done 
Soit maintenant r = a -{- /^;y -F }^^> ^>^ ^^^^ 

done en d^eloppant 
On en conclat 



et de li 

y = c, ^=iicfqdx, q -\- Zcpjqdx = 0, a ^ icfqdx {fqdx •\- p) 

= icfqdxjqdx —f^ • 
L'^qaation deviendra done 
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On a done les Equations 

ddi 



0, ''"J;-— ny«,= 


= 0, 


2y a, — Spa^ — 0, 





{n — i)qcit^i — »pa»=Oetc. 



Voila n-\'2 equations, mais comme le nonibre des qnantites inconnues n'est 
que n-|- 1, il restera apres I'^limination de celles-ci, entre p etq une Equation 
de condition qui par consequent doit avoir lieu pour que le facteur puisse avoir 
la forme suppos^e. 

En integrant on aura 

a«^ = (» — 2) 'f(Xn-^qdx + (» — ^)f^n^iP^9 
. . . a,^ = {n — p + i)f<Xn.^iqda: + {n —p + 2)fan^.,^pdXy . . . 

a^ = Zfa^qdx -j- Sja^pdx, a =zja^qdx + Zfa^pdXj q + /?«! = 0, 
oh bien 
Oh = ^, a»-i == ncjqdxj Un^ = w(w — i)cfqdxfqdx + ncjpdx^ 

a«-g=n(» — l)(w — %)cfqdxjqdxfqdx + w(w — 2)cfpdxfqdx'^n{n — l)cjpdxjqdx 

etc. 

Soit par exemple n = S, on aura a, = ^> ^s =^ Scjqdx a^ = Qcjqdxfqdx 

-f- Scfpdx^ a = Qcjqdxfqdxjqdx -f- ^cjpdxjqdx. L'equation de condition de- 

viendra done 

5^ + Gcpjqdxfqdx + icpfpdx = 0. 

^ .. 1 ^r rfr"*"^'"^ rfr S 

on aura done 



( doL d^ \ 



0, 



et de Ik en redaisant 

done ^ + /?«y==0, ^_,yy + 2a/J^ = 0, ««y — /?p = 0; 
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et par saite 



1 

7 



»^(^)<7&) 



Si Ton fait q 



rfp 



p«.«ir 



qfqdx / fqdx 

, on aura 



+ 2]/( P ") . -i 

~ V \ a fads J fad 



qfqds / fqds 



0. 



d'oii*^ 



dx 

'on tire saccessivement 






0, 



« = C'/S' + i 



c 



(fqdxY + ^' 



mais 



1 



fip=^0,p 



— p ' 



5 ^''"'' ^ = (T7i£^ + l)V/^««ar. 



C 



L'6quation ifdy -\-[(^jj^^ + ^y qfqdx -{- qy\dx = 

deviendra done integrable eu la multipUant par le factenr e '^'^^'', oh a-\- py 

— P 4-14- » 
(/y«ir)« ~^~ fqdx ' 

Faisant ^ = 1 on aura 

et le facteur deviendra e i'+v^ 
Si « = et C = «, on a 

et le facteur sera e'"" "" - 

Supposons maintenant ?' = a log(a -f- /?y), on aura 



dx 



a 



doL 
~d^ 



+ ay 



df^ 



a + Py 



' ds dr 






par consequent 



y 



da 

ds 



+ ay 



a + Py 






0, 



et en reduisant 

Tome second. 31 
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done 3" = ®' a^ — apq — fiq = 0,ap^ + aq=:z0; 

done 

/J=r, a= A? — ^ .JqdXf aep + ^^'*" ^^ .qjqdx=.0^ et /i = i2!i- 9fy^^ 

L'equation deviendra done 

y^y — iri^^M^ — 9y)^=o, ♦ 

et le facteur 

Soft 9=1, on aura 

yrfy-(^(^ + *) — y)rf^ = etle facteur, ( <^ (a; + 6) + y)" ; 

mats r^qoation ^tant homog^ne la resolution n'en presente aueune diffieult^ 

Soit ensoite r = a Iog(y + «) + «'log(y + "'); 
done 

doL' 



dr ds i^ ds dr a , a' 



a. 


da 
ds 


if 
a'. 


+ 0L 
djf 

ds 



fl>. 



ds S + OL ^^ y + a' ' dy ff+OL "^ y^a' 



8'(^+ ^Tl^l-C/'+wK^ + w)-<'='" 



y + a y+a' i 

done en reduisant 

+ y • (««'-^ ■+ «'« • -^ — (« + «')/» — ^(««' + «'« + « + «')) 

— /i(«ft' -}- a' a) — qaa' = 0. 
On aura done les trois equations suivantcs 

aa' . -^ + a'a . -^^^ (a + r3r')/i — 9^(«a' + fl't« -}- a -|" "') = 0, 

. p{aa' -j- a'ce) -f- qaa^ = 0. 
La premiere equation donne 

aa -|- «'ft' = (a -|- a' -f- l)Jqdx; 

(a + a'-hl)fgds — aa /'-l|l + «^/•^ « 

done «' = i ^ = V + -^7-;/^''^ — -^ •«• 
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En substituant cette valenr dans la seconde et la troisiime equation on 
obtiendra 

— y[(«+l)(l + ^)f9^^ — («+ 1) f .« + («' + 1)«] = 0, 
on bien 

^[(a + ^)jqdx- a{^ + «)] + « [(«'+„+l)y+y((a+l) |, -(«'+!))] 

-(«+«')? - 9'((«+ 1) + -^^i^y^rfr = 0, 
et 

Soit a + ^' = ott a' = — a, on aura 
^/,*. + „, - (^>/»rfx = 0, d.no ^ + . . ^ - (^> = 0, 
et en integrant 

fq^ /•qds 



s • 



^_. g + l 



. e^'1' fe ^'!' qdx, 



a 



c'est-a-dire 

oubien „=:^(l+l)/yrfr + ^, 

done «' = ^(l - L)fydx + -^ ; 

niaintenant on a 

41 suit de la que T^quation 

devient integrable en la multipliant par le facteur 

31 
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Faisant 9=1, I'^quation deviendra 
et le facteur 






»+|-0-i)+T 



Soit eDfia r =1 a -\- ^y -\- a \o^ {y -\- y), on aura 



liff ds *^ ds ' (y + i)dx dy y + Y 

a..o ^*+j,.i+_£_.^)_,p + ^)(_i_+^)_^=o, 

et en reduisant 

»'-|+»*(^ + 'f-*'')+»('-S +'"••5— «*-''«-?'») 

— p{a + (tY) — qY=^0. 
On tire de li /? = r, a = cfqda:, ^' "j^ — ^^ — cp=zO, p{a + ^/)+ ^^y = 0. 

Done ^=^ + — ./I, y = ^E^. En supposant a = 1, on aura 

-^z=q'{-q[f; mais ^r -|- cp = — ^; donc~!^=— ^, ou yrf/ = — /idor, 
d*ou y^ = k — 2fpdx, et y = y^{k — ^fpdx) ; mais y '=,Jqdx + r/prf;r ; done 






En sobstitaant ces valeurs on aura 

ydy + [p - y{cp + ^(^-2/;,^)) ]^ = «> 

oil ie faeteur est 

Si Ton fait /» = 1, on a 

ydy + [i - y(c + -^^^^^^^ =»> 
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et le facteur 

et en faisant r = A: = 0, on a 



et le facteur 



ydy + (l -y. -~-l-—)dx = 0, 



y + Vir- 2*). 



XXI. 



Determination d'une fonctian au Thoyen cPtme equation qui ne contient qv^une 

seule variable. 



i. 

Aja foQCtion fx ^tant donnee, trouver la fonction (px par Teqaation 

Soit x=i\py et fx=: rp(y -|- 1), on aura 

ou bien VV^iy + 1) — W^y = 1 5 

c'est-a-dire ^VV^y = 1 ; 

done en integrant (pxpy z= y -^-^ xy^ 

oil xy signifie une fonction periodique quelconque de y, de sorte que 

xiy + 1) = xy- 

Maintenant ^py = Xy d'oii Ton tire ^ =z ^yjx, et par consequent 

q>x = 't/;a; -f- ^CV^^) (^) 

U s'agit maintenant de trouver la fonction '\px. Cela se fait comme suit. 
On ^ x=z\py et fx=z \ij(y -|- 1) ; donc 

v^(y + i)=f^y (2) 

Voil^ une Equation aux diffi^rences finies, d'oii Ton tire ^py, et cette fonction 
etant connue, on a 

ar = i^y et de ia y = ^xpx. 
De ce qui pr^c^de, on voit que le probl^me est toujours ri§soiuble, et qu'il a 
mdrae une infinite de solutions. 

Supposons par exemple fx = x^, Tequation (2) deviendra 

En mettant ici successivement y + 1? y + 2, etc. a la place de y, on aura 

V^{y + 2) = (i/;(y + 1))- = {xpyy 



in^ 
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^( jF + 5) =r (,p(y + 2))- = (tfyK , 

et en gAwhraf i^y -f- ar) = (ipy)^. 

Fatsant y = et t/;(0) = «^ on a 

tp:r=rfl"', et par suite ipy = fl^; 

or t^y = a:; done o*' = ar, et de 1^ w^==4^^^, 

leg a 

et 1/ = H*QS^ — tpglogg . 

^ log« 

done 'v^P = log log ^- log log g . 

log IT 

L'equation (1) deviendra done 



q)X 



log log s — log log a _i ^/ log log JT — log log a 



I ./ log log J^ — log log a \ 



log« \ logn 

qui est la fonction eberchee. ' 

Si Ton met :t^ au lieu de x, on aura 

fr(^\ log log JT" — log log a , / ^loglogjr»--loglogg ^ 

^^ ^~ log« "^*V lagn / 

log n + log log s — log log ^ \ ( log n + log log s — log log a \ 

log n \ log n / 

= 1 + loglogJ — loglagg V J^\ log log J — log log g \_, J I ^^ 

La fonction a done la propriete demandee. Le cds le • plus simple est celui 
oil ;f^ = et a = e, log e etant = 1 ; on aura done 

^^joglogx^ et ^logj: , ^ _, logloft^ 

logn log It ' log II 

2. 

Considerons en g^n^ral liquation 

F(x, (p(fx), (p{xpx)) = 0, 
oil Fy f et '^jj sent des fonctions donnees, et oil Ton c&ercbe la fonction (p. 

Soit fx=yt et \ijxz=zyf^^^ Tequation devient 

F{x, qpyi, qpyi+i) = 0. 
Soit (pyt = Ut^ on aura (pyt+i = ^t+i > et par consequent 

F(x, utj M|+J==0. 
De Tequation fx'=.yt on trouve x=z^fyt\ done en substituant cette valeur dans 
Tequation ^^)x^==zy^.^J on obtient 

y^i-^Wyt) (*) 
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De cette ^qaation on tire yt et par coos^qoent aassi x = '/^i en fonetion de t. 
Cette valeor ^tant substitute dans I'^qnation F{xj Ug , Up^^) = 0, donne 

Fi'fyi. wi, u^,) = ....-, (2) 

De cette Equation on tire i£( =z= 0^ = 9>(^i)* Faisant ^1 = 2, on trouvera 
f = 'y. ; done enfin 

(p{z) = eCy.). 
Exemple. Trouver la fooction q) d^terminee par I'^qoation 

(q>x)* = <p(2x) + 2. 

(pjft et <p(2ar) = «^.i = qpC^M-i), on aura 

(«,)« = M^.l 41 2. • 

= «,»— 2. 



Soit q)X'=iUt 



On en tire 
Supposons 

done 






7^ 



2 



i« 



8 



et en g^n^ral 
Ayant 27 = ^1 et 2ar 



Ut 






yi+1, on a y^^=i2yty d'oii Ton tire 



y* 



ar; 



done 



2'-^ = — ■ 



Cette valeur etant substitute dans I'^quation 



q)X:= Ut 



donne 
ou bien 
Done 



(pX 



X 




= «• +0 • =(««) +(«•) , 

<px=b* -\- b~*. 
(f 4. ft-*)« = A«« 4. 6-*» + 2. 



xxn. 



Note sur la fonction 

V;(ar) = :r + |l+ £1+... + ^+.. 



Jua fonction t/;(ar) = ;r4--|^+ ¥r"t-*'-+-^-f"-'- j®^** ^^ plusienrs pro- 

priet6s remarquables, que je vais d^duire dans cette note. On trouve quelqnes- 
unes de ces propri^tes dans Legendre exerc. de calc. int Tom. I pag. 244 et 
suiv. Les autres, si je ne me trompe, sont nouvelles. Comme la s^rie 



jr» . x^ 



X -f- -^ + ~M "t" * ' * ^'^^^ convergente que lorsque x ne surpasse pas I'unite, 

il s'ensuit que la fonction tf;(:r) n'a de valeur que pour les x compris entre 
les limites — 1 et -f- 1- Pour toute autre valeur de x^ la fonction n'existe 
pas, parce qu'elle est exprim^e par une serie divergente. Nous supposons 
done toujours x compris entre les limites — 1 et -f- 1 . 
En diffi^rentiant on obtient 

dy^x—dx(\ + -|. + J^ + . . .+ i:^+ . . .) , 
c'est-^-dire dy^x = log (1 — ar) ; 

done i/;ar = — # .log(l — x) * (1) 

Fintegrale etant prise depuis ar = 0. 

De cette expression de '^x il est facile de d^dnire les propriit^ de 
cette fonction. 

En mettant 1 — x au* lieu de or, on obtient 

1^(1 — X) z=Jl^—M^ X, 

et par suite t^or + i/;(l — ;r) = —J\— ^®&(1 — ^) — ^^ log^r) ; 
done i^or + i/^(l — a;) = C — " log x. log(l — x). 

Tome second. 32 



I 



260 

Si Ton fait ici d; = 0, log x . log(l — x) disparSit, et on a 

V(l) = C', 
mais ^(i)=i+_\-+ l.+ ^+...= i^ (2) 

On en conclat 

ipx+ip{l—a:)=i — — \ogx.log{l — x) (3) 

Cette formule donne la valeur de la fonction ipx poor toutes les valeurs 
de X comprises entre ^ et 1, lorsqu'on connait la valeur de la fonction pour 
les X qui sont compris entre et ^. Lorsque x = ^, cette formule donne 

^(i) = ^ - ^i^og zr (4) 

Si dans Fexpression de rpx on met — or au lieu de or, on obtient 

^(—x)=i — x + — — — + ~— etc. 

done ' ^(a:) + 1^(_ a:) = ^ (j;* + -|1 + |1 + . . .) ; 

o'est-a-dire, puisqae 

t^(ar) + t^(— a:) == ^V(jf*) (5) 

Cette formule donne la fonction ipx pour les valeurs negatives de x^ lors- 
qu'on connait la fonction pour les valeurs positives de la variable. Dans le 
cas particulier oil Ton fait or = 1, on obtient 

W{^l) = -lip{l) = -^ (6) 

c'est-a-dire 

12 2« ~ 3* 4« ~ " * 

ce qui est connu. 

Si dans I'equation (1) an lieu de x on met , il viendra 

Or on a ^videmment 

y^ log(l + ar) = — V'C— ar) 
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c'est4-dire 

*(t^- -riF)=-/-f'»<»-rf:7)+/-f-'»«<* -») 

Toutes les int6gra1es du secokid membre de cette ^qaation peuvent s'ex- 
primer par la fonction ip. Ed effet, on a 

/|L.,.g(l-^)=-t(^), 

/^.log(l— y) ==— t/;(y); 
done 



Soit 



l-3f 



2 ou, ce qui revient au m^me, 1 — y = — , dy 



adz 



(2 



on aura 



<-T^)' 



/_^.l.g(l__^)=/^,.g(l_,)=_^„)=. 

done r^quation ci-dessus donnera 

^(t^- 1^)= v(-rr7)+V'(T:^)-'/y-log(l-«).log(l-y)+C. 

Pour determiner la constante arbitraire, soit y = 0, et Ton aura £7 = — i/;(a). 
On aura par eons^quent en ^crivant x au lieu de a: 

v(-iZT- 1=7)= ^(1=7)+ ^(i^)-vy-^^-»og(i-y)-'o«(i-*) (9) 

Dans cette formule x et y doivent avoir de telles vaieurs que les quantites 
\YZ1 — TZT") ' T"^^ — ' — > y> ^ ^^ surpassent pas I'unite. C'est ce 

qui aura lieu lorsque x ei y sont positifs, si ar-)-^<l* Si y est n^gatif 
= — 1919 <>n doit avoir x-^-nKl^ %i si x et y sont tons deux n^gatifs, il 
suffit qu'aucune de ces quantites ne surpasse Tunite. 



xxm. 



Extraits de quelques lettres de Vauteur a Mr. C relic. 



i. 

l^i une Equation du cinqui^me degre dont les coefficiens sont des nambres 
ratiannels^ est resoluble algebriquement, on peat donner aux racines la forme 
suivante : 

oil a =zm + nV(l + e^) + V[h(l + e^ + K(l + ^*))], 

«, = m - nV{l + O + V[K^ + e^- V{i + ^*))], 
a^:=m + nV{l + e^)-V[h(l + e^ + V{i + O)], 
a. = m- nVil + ^ - V[k{l +e^- V(l + O)], 

Les quantites r, A, e, m^ n^ K^ K\ K^^ K^ sont des nombres rationneh. 

Mais de cette maniere Tequation z!^ ^ ax -^-h^rr^O n'est pas resoluble, 
tant que a et 6 sont des quantites qnelconques. Jai troave de pareils theor^- 
mes pour les Equations da 7*"% H^me^ 13*"® etc. degre, 

Friberg le 14 mars 1826. 

2. 

Une propriete generate des fonctions dont la differentlelle est alg^briqae^ 
consiste en ce que la somme d'un nombre quelconque de fonctions peat ^tre 
exprim^e par an nombre determine des m^mes fonctions. Savoir: 

VK) + SP(^ J + ^(^s) + • • • + SpK) = «^ — (SP(^i) + S^^^ 
^19 ^s9 • • • ^(1 sont des quantites qnelconques, z^^ z^^. . .z^ des .fonctions alg£- 

briques de ces quantites, et v une fonction a1g6brique4ogaritfamique des m^mes 
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^antit^s. ,n est un nombre determm^ independant de fi. Si par exemple tp 
est UDe fonctioo elliptiqae, on a, conime on salt, » = 1. Si la fonction n'est 
pas elliptique, on n'en connait jusqu'a present aucune propriete. Comme on 
des cas les plus remarquables je vais rapporter le suivant: 
En designant la fonction 



A 



par q)Xj on a 

oil x^j x^, x^y sont trois quantites variables independantes, C une constante et 
^19 y% ^^^ AevLX racines de Tequation 

Les qaantites c, r^, c^ sont determinees par les trois equations lineaii;es: 
^ + ^1^2 + ^2^2 + ^2 = V{a + a^:r^ + a^xl + + a^or*) 

Toute la tb^orie de la fonction (p est comprise dans Tequation (1), car la pro- 
priete exprimee par cette equation sufBt, comme on peut demontrer, pour la 
determination complete de cette fonction. 

Paris le 9 aoikt 1826. 

3. 

J'ai trouve la somme de la serie suivante 

sm q> . [- sm 3g) . r + sm ow . :- + . • . 

oil a et 9) sont des quantites r^elles quelconques. EUe peut s'exprimer par des 
fonctions elliptiques. 

• Christiania le 15 novembre 1827. 

4. 

Th^ordmes sur les Equations. 

A. Solent x^yX^y...x^ des quantites inconnues quelconques et (p{x^ , x^...Xn) 
une fonction ei^tiere de ces quantites du degre m, m etant un nombre premier 
quelconque; si Ton suppose entre x^j x^^.^.Xn les n equations suivantes: 
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y(a^ij *», . . . ar,) = 0, 

Vy^Z9 ^4> • • • ^w? ^1) ^2/ — "j 

on en ponrra gen^ralement ^limiDer n — 1 quantites, et une quelconqae x sera 
determin^e a I'aide d'one Equation du degr^ m\ U est clair que le premier 
membre de cette Equation sera divisible par la foDCtioik q>(x, Xj Xy . . ."x) qui est 
dn degr^ m. On aura done une equation en x du degr6 m** — m. 

Cela pos^, je dis que cette equation sera decomposable en — — — equa- 
tions^ chacune du degr^ n, et dont les coefBciens sont d^termin^s a I'aide d'une 
equation du degre ^*~*^ • En supposant connues les raclnes de cette Equa- 
tion, les Equations du degrE n seront resolubles algebriquement. 

Par exemple si Ton suppose n = 2, m = 3, on aura une equation en x 
du degrE 3* — 3 == 6. Cette equation du sixieme degre sera i#oluble alge- 
briquement, car en vertu du tbeor^me, on pourra la . decomposer en trois Equay 
tions du second degre. Pareillement si Ton cberche les valeurs iuEgales de 
^19 ^2 9 ^s propres a satisfaire aux equations 

* a + gjTi ' »~ a + px^ ' * a+pjTj ' 

on aura pour determiner x^, .r,, x^ une equation du sixieme degrE, mais elle 

sera decomposable en deux equations du troisi^me degre, les coefBciens de 

ces Equations etant determines par une Equation du second degrE. 

B. Si trois racines d*une Equation quelcenque irrEductible dont le degrE 
est un nombre premier, sont liEes entre elles de sorte que Tune de ces racines 
pent Etre exprimEe rationnellement par les deux autres, TEquation en question 
sera toujours rEsoluble a Taide de radicaux. 

C. Si deux racines d'une Equation irrEductible dont le degrE est un nom- 
bre premier, ont entre elles un rapport tel qu'on pent exprimer une des deux 
racines rationnellement par Tautre, cette Equation sera toujours rEsoluble k 
Faide de radicaux. 

Chrifltiania, le 18 octobre 1828. 






XXIV. 



Lettre de Vauteur a Mr. Legendre. 



JTMon^iear. La lettre que Vous avez bien voulu m'aclresser en date da 25 oc- 
tobre m'a caus£ la plus vive joie. Je compte parmi les momens les plus 
henrenx de ma vie celui oii j'ai vu mes essais m^riter I'attention de Tun des 
plus grands g^ometres de notre si^cle. Cela a porte au plus haot degr^ mon 
zdle pour mes etudes. • Je les continuerai avee ardeur, mais si je serai assez 
heureux pour faire quelques d^couvertes, je les attribuerai a Vous plut6t qu'& 
moi, car cer^inement je n'aurais rien fait sans avoir ete guide par Vos lumi^res. 

J'accepte avee reconnaissance Texemplaire de Votre traits des fonctions 
elliptiques que Vous voulez bien m'offrir. 

Je m'empresserai de Vous donner les eclaircissements que Vous m'avez 
fait I'bonneur de me demander. Lorsque je dis que le nombre de tranforma- 
tions diff^rentes correspondantes a un nombre premier n est 6(ra *|- 1), j'entends 
par cela qu'on pent trouver %[fi -f- 1) valeurs differentes pour le module c\ en 
supposant T^quation differentielle 

dy ds 

i/[(i-y*)(i-c'y)] "■*• •[(i-^^)(i-c«x*)] 

et en mettant pour y une fonction rationnelle de la forme : 

C'est ce qui a en effet lieu ; mais parmi les valeurs de c' il y en aura n -f- 1 
qui r^pondent a la forme suivante de y\ 

^ 1 + B^s^ + B^s^ + . : . + A-iJT"-* ■ 
Ce sont ces ra -|- 1 modules dont parle M. JacohL Us sent en effet racines 
d'une m^me equation du degre n -[- 1- Ces 9t *|- 1 valeurs etant suppos^es 
connues, il est facile d'avoir les 5{n -|- 1) autres. 
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En effet, en designant par c* un ^eloonq^e des modules, on aura encore 
ceox-ci : 

1 / ^i — t/<yv / !+ •o'V /' I— •— c'V / i + vA-V \« 

■?"' Vi +^c'y ' \l—^e/ ' Vi +!/—«'/ ' VI— •— «'/ * 
aoxqaelles r^pondent les valeors soivantes de ^: 

c»«> l + v'g' l±y^g' !-•<>' l^y'/c' ! + •-<>' l±yV-c' . 



ce qui est facile a verifier, en faisant la sobstitution dans I'eqnation diff^ren- 

tielle. 

Toiites les 6(it -f* 1) valeors da module & sont differentes entre elle^ 

exepte pour quelqaes valeors parttculi^res de c. Dans ce qai pr^c^de, ^ est 

suppose impair et plus grand que Tonit^. Si n est egal a deux, c' anra.encore 

6(n-|- 1)= 18 valeors differentes. De ces 18 valeors il y aora six, qki ri* 

pendent k one valeor de y de la forme: 

a + bs* 






ils sont: 



l±e l±V(l-e*) e±vie*-l) 



\ » 



II y en aora qoatre qoi repondent k one valeor de^ de la forme y 



as 

■fc «. L 



savoir : 



-T±7-' 



l±e 



Enfin poor les hoit aotres modoles, y aora la forme : 



(1 ± ^) • T-r^— 3r etc. 



17 . 



j4 + Bs+ Cs^ 
A— Bs + Or* 



Ces hoit modoles seront 






J'ai donn^ des developpements plas ^tendos sor cet objet dans on m^oire 
imprim^ dans le cahier 4. tome III. do joornal de Mr. CreUe% Peot-^tre 
voos en aorez d^ja connaissance. 

Les fonctions elliptiqoes jooissent d'one certaine propriete bien remar- 
qoable et qoe je crois noovelle. Savoir si Ton fait poor abr^ger: 



♦) Le mdmoire XVII*"* Tome I de cette Edition. 
Tome second. 



33 
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j'i »» ". • .,; <i; .1-, ;i- :.Mrifflr ^^•>+*-»rri«»«t^.jc-'n I w-^ f:-a7'im> • .' f.'j .I**!'"* 



dor ^'±Y(ii'^x^Hi^ «?•«'))> 




,^.)=/^,c^.,=/^. 



/"■» 



on aura toujours: 



»i i;»i'" : ^ ■• s;:*! /;' 



oil /? est UDe qaantite algebrique, et 

si Kpn ^Mjpjiose les variables x^j or^, . . . ^r,^ li^es . entre elles de. la Miaoiere h 
89fi^faire^,;puae ^quatioude la forme: ,. 

fx et <p^ etaat deux fonctions entieres quelconques de Cindeterminee x^ joBis 
dont Tune est paire I'autre impaire. Ci^Ue propriete joe.parait d'autant plus 
remarqaable qu'elle appartiendra a toute fonction transcendente 



Jl{x) •=■ I -^ r^-^ — , en supposaot {^) fonction enti^re quelconqoe de 



ds 

x^. «reii ai donne la demoDStration dans un petit memoire insere dans le ca- 
faier 4. do tonne HI. du joumd de Mr. Crelle*). Vous verrez que rien n'est 
plus simple que d'etablit cette propriete generale. Elle m'a ^te fort utile dans 
mes recherches sur les fonctions elliptiques. En effet j'ai fond^ sur elle toute 
la th^orie de ces fonctions. Les circonstances ne me permettent point . de 
publier un ouvrage de quetqile ^tendde que j'ai compose depuis pen, car ici je 
ne trouverai personne qui fera I'imprimer a ses frais. C'est pourquoi j^en ai 
fait un extrait, qui paraitra dans le journal de Mr. CreU^**y La premiere par«^ 
tie, dans laquelle j'ai considere les fonctions elliptiques en general, doit paraitre 
dans le cabier prochain. II me serait infiniment interessant de savoir votre ju- 
gMtftilt snt nia In^bode. Jt mt siris i^nrtout attacb^ a donner de la g6ii6ralite 
a mes r^cborches. Je ne sais si j'ai pu y r^ussir. La secondc parHe qui 
suivra incessament la premiere, traitera princip^ement les fonctions avec des 
modules fiSels et moindres que I'u^e. C'est surtout la fonction inverse de la 



^) Le mdmoire XV Tome I de cette (Edition. 
♦*) Le rai^moire XXI*"* T. I d. c. i5d. 
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premiere esp^ce qui est l'<^jet de mes recherches dans cette seconde partie. 
Cette fonctimi, dont j'ai d^montr^ ^efqikies unes des propH6t^s les pilas simples 
dans mes recherches sur ks Xpnctions elliptiques, est gen^ralement d'an usage 
infini dans cette th^orie. EUe facilite a un degre inesp^r^ la theorie de la 
transformation. Un premier essai sur cet objet est contenu dans le m(^moire 
ins^r^ dans le No. i58. dU journal de Mr. Sekumacker% mats actuellement 
je puis rendre cette theorie beaucoup plus simple. 

' La theorie des fonctibns elKptiques m'a conduit k consid^rer deux Aon- 
velles functions qui jouissent de plusieurs propri^tes remarquables. 81 Ton fait 

y dy 



ou 



-/ 



• C(i-»*)(i-cV)] ' 

X{x) sera la function inverse .de la premiere espece. J'ai trouv^ qu'on peut 
developper cette function de la mani^re suivante: 

'^^ 1 + il^jr* + i?3 xfi + B^x^ + . . . ' 

oil le num^rateur et le d^nominateur sunt des series tm^ours c&nvergentes 
quelles que soient les Valeurs de la variable x et du module Cj r^ell^s ou 
imaginaires. Les coefficiens A^^ A^, ... B^, B^^... sont des fonetions ientMres 
de c^. Si I'on fait 

(fXT=x-\-AyX^-{-A^-^.'..f 

/« = 1 + B^^ B^ + . . ., 
oa tfx et fx S4Mit les deux fonetlons en qaestton, elles «iirottt la proprfeti t%f 
{Hnmee par les deox ^^ations: 

1>{x + y).ff{x — y)=:^((fx.fyY — {(py.fxf', ,; 

A* + y) ' fix — y) = (f'-fy? — «\9x • 'py)*> 

X ei y etant des quantites quelcouques. On poiiirra rt^v^etittt ces foncttoiMr 
de beaucoup de mani^res. Par exemple oo'a: 

,f (x — )==J.«^.8taT.(l-2cos2ar.^*+5^K1^2co6«a?;y«4-9»)(l— £c*8Jfcr.^+i^*^^^ 
ff (x — )=J'.c-'''(c'— O (1— p*. «^ (!*—;»•.«-*') (!—;»*. i*««)(l-^i»*. «?*). i'.V 

/•(ar— )=i&.c"'(l — 2co82j?.^+j'«)(1— 2cos2af.y»-hf*)-'. 



*) Le m^moire XIIl'"* T. I d. c. W. 
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oii'.jd^ A\ By B\ 4ij a' sont des quantites independantes de x^ q^=e ^ , 
p :==:'€ ® ; — et*— enfio sont fonctions completes correspondantes aax nib- 

■I • m m 

• ■ • • 

6 = K(1 -c*) et c. 

* * ■ • 

..Outre les fonctions elliptiques il y a deux autres branches de Tanalyse, 
dont je me suis beaucoup occupe, savoir la theorie de I'integration des formu- 
les jdifi^rentielles alg^briques et la theorie des equations. A I'aide d'uue m^- 
tbode particuliere j'ai trouv6 beaucoup de resultats nouveaux, qui suftout jcfu- 
issent d'une tres grande gen^ralite. Je suis parti du probl^me suivant de la 
throne de I'integration: 

"Etant propose un nombre quelconque d'integvdXes Jyttx^Ji/^dx^Jy^da: etc, 
6ii% ^19^2' - * • ^^^^ ^^^ fonctions algebriques quelconques de x^ trouver tou- 
tes les relations possibles entre elles qui pourront s'exprimer par des fonctiont^ 
algebriques et logarithmiques." 

J!ai trouve d'abord qu'une relation quelconque doit avoir la forme suivante : 
Afydx+A^fy^dx-^ A^fy^dx-^ . . . =u-\-B^ logi;,+5,logi;^+ . . ., 
oik lAj Ajj^.A^y. ..Bj^, B^y... etc. sont des constantes, et u, z\, v^^... des 
fonctions algebriques de x. Ce theor^me facilite extremement la solution du 
probl^me; mais le plus important est le suivant: 

"Si une int^grale fydxy oil y est li£ k x par une equation algebrique 
quelconqii^, pent dtre exprim6e d'une maniere quelconque explicitement au im- 
plicitement k Taide de fonctions algebriques et logarilhmiques, on pourra tou- 
jours supposer: 

fydx =iu-\-A^ log «^i + 4b l<>g ^« + • • • + ^« log v^y 
o^,f4i'yi,A^%* '^ sont des con^tantes, et ic, i;^, v^y...v^ des fonctions ration" 
nelles de x et y." 

P..ex.,8i y==-^-jr- Ott r ^t R sont des fonctions rationneJUes, on aura 
dani^ tons les cas ou / ^ ^ est integrable: 

^^ P9 Pi9 Pi9 ' "9i9 929 ' ' ' sont des fonctions rationnelles Ae ,x. 

Jai reduit de cette maniere au plus petit nombre possible les fonctions 
transcendantes contenues dans I'expression: 
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oil R est ane fonction enti^re, et r une fonction rattonnelle. Jai d^coavert 

de mdme des. propri^t^s g^n^rales de ces fonctions. Savoir: 

Soient p^^ p^^ p,, •• •l'<»-i ^^^ fonctions enti^tes qnelconqnes d'one ^an- 

tit6 ind^termtn^e ^, et regardons les coefficiens des puissances de* a: daitis ces 
fonctions oomme des variables. Soient de mtoe a% a\ a\. . . o^^ les raeines- 

de I'^qaation a"'= 1, m 6tant premier ou non, et faisons: » 

Cela pose, en fonnant le produit: , 

V sera conime vous voyez une fonction entire de x. Maintenant si Ton d^^ 
signe par x^^ x^y...x^ les racines de I'^quation F=:0, la fonction transcen. 
dante 






OU 



m 



1, et a une quantite quelconque, aura la propriety suivante: 



i 



C+ -i- (log(*',) + a» log(^,) + a«"log(^J + • : . + «(-"*> log(^^,)), 



A" 



..i. 



C etant une constante, et 

^'y ^'o9 ^\y • • * ^'f»-i 

les valeurs, que prendront respectivement les fonctions 

en ecrivant simplement a au lieu de x. 

Rien n'est plus facile que la demonstration de ce th^oreme. Je le don- 
nerai dans un de mes m^moires prochains dans le journal de Mr. Crelle. Tin 
corollaire bien remarquable du th^or^me precedent est le suivant 

rds 



Si Ton fait I3(:r) 




n 



J our est une fonction quelconque entire de 



X 

Xj dont le degre est moindre que —.v — 1, ou i^ est le degr^ de R, la fonc- 



\ 



'\ .t '. •' ',i : "' - : » 
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tion t3(;r) est telle que 

1 

®(^i) "f" ^(^2) ■+"•■+- teC^ii) = const. 

» 

Si par exemple m = 2, n = 1, y == 4, on aura r = 1, done 

C'ii^^t.Ie €W des fpnctjoiis eUiptiques.de la premiere esp^oe. 

. Hdf^ belles applications que vona avezi donne des fonctions elliptiiiaes k 
I'isligratioti des formules diff^reatielles, m'ont engage k eonsid^rer un probl^Aie 
tr^s general a cet ^gari,- savoir: 

Exprimer, s'il est possible, une int6grale de la forme Jydxj oil y est une 
fonction alg^briqne quelconque par des foncti6ns algebriques, logarithmiques et 
ellipiiques de la maniere suivante: 

Jydx = fonct algeb. de (or, log v^ , log «;,, log t;,, . . . H^iZj), UJ^z^, /^s(^s)j • • •)» 
v^f'v^y v^y. . . z^y z^y 2,, . -; . 6tant des fonctions algebriques de x les plus ge- 
nerates possibles, et n^y IT^y 11^ etc. designantdes fonctions elliptiques quel- 
conques en nombre fini. J'ai fait le premier pas vers la solution de ce pro- 
blime, en d^montrant le th^oreme suivant: 

"S'il est possible d'exprimer ^i£r comme on vient de le dire, on pourra 
toujours donner k son expression la forme suivante: 

^d2r===<+J,log^ + ^log*,+ ... + 5,/7,(yJ+fl,/7,(yJ 
ou ^, t^y ^29 * • -yi' 3^29 ^89 • • • ^^^t toutes des fonctions rationnelles de a: et y; 
mais eu conservant k la fonction y toute sa generality, j'ai, ete arr^te la par 
des difficult^s qui surpassent mes forces et que je ne vaincrai jamais. Je me 
suis done content^ de quelques cas^ particuliers, surtout de celui oil y est. de la 

forme , r et J? etant deux fonctions rationnelles quelconques de x. Cela 

^r Mm 

est dijk tr^s general. tTai reconnu qu'on pourra mettre Tintegrale / ^ 
sous cette forme: 

oa toates les quantity y^, y^, y^t.. .p, /»', p', . . . sont des fonctions ration- 
nelles de la variable x." 

tTai d^montre ce th^oreme dans le luemoire snr les fonctions elliptiques 
qui va dtre imprim6 dans le journal de Mr. Crelle*). U m'a ete extr6mement 

^) Le dernier m^moire da tome I d. c. <!d. 
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utile poar donner la generalite la plus grande possible k la theorie de la trans- 
formation. Savoir, j'ai non seulement compare entre elles deux fonctions, mais 
un nombre quelconque de fonetions. Je suis conduit a ce r6sultat remar- 
quable: - r • r /r 

Si Ton a entre un nombre ^elconque de fonetions elliptiques des trois 
esp^ces avec les modules c^ c'y r*, c^, . . . une relation quelconque de la forme :' 

oil or^, or,, ^s9 * * * •'^n sont des variables li^es entre elles par un nombre quel- 
conque d'6quation alg^briques, et v une expression alg6brique et logarithmique : 
les modules c'^tf^if,... doivent ^tre tels qu'on puisse satisfaire aux ^quatioi|^ : 



*9 



— fl — ... ' .^v., .^ .^v, i= Or —**»««• 



t/ [(1— x«)(l— c«x«)] V L(l— J?:*)(i— ?'*^;*)] t/[(l— Jr^«)(l— c^«x^«)] 

en mettant pour x\ af^ x^^ . . . des fonetions rationnelles de x\ a\ a\ . * . 6tant 

des constantes. Ce theoreme reduit la theorie g^n^rale de^ fonction eUiptiques 
a celle de la transformation d'une fonction en une autre. 

Me soyez pas fache, Monsieur, que j'ai ose vous presenter encore une 
fots quelques unes 4^ mes d^uyertes. Si vpus mepecmettrez 4fl voui^ ^crire, 
je desirerais bien de vous communiquer un bon nombre d'autres, tant sur les 
fonetions elliptiques et les fonetions plus g^n^rkles, que sur Ta theorie des Equa- 
tions alg^briques. Jai ^t^ assez heureux de treuv^r fine< rl^le sd^;41'aid^ 
de laquelle on pourra reconnaitre si une equation quelconque propos^e est r^so- 
lubie k Paide de radicaiix ou non. Un eorollaire de ma theorie fait voir que 
g^n^ralement il est impassible de resoudre fes equations superieitrEk &tt qua- * 
tri^me degri. 

Agr^e2 etc. ; . -^ 

Christiania, le 25 novembre 1828. 
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ExtraUs de quelques lettres de Vauteur a VedUeur. 



Copenhague le 24 juin 182S *). 

fP.ai cherch6 k d^montrer rimpossibilit^ de T^quation 

en nombres entiers, lorsque n est plus grand que 2, mats je ne suis parvenu 
qu'aux th6or^mes suivants, qui sunt assez-curieux. 

TheorbmeY. 
L'^quation i^ = 6"-|"^9 ^^ ^ ^^^ ^^ nombre premier^ est impossible, 

m m 

lors^'one on pinsiears des quantit^s a, 6, <r, a -f- 6, a -|- c, 6 — c, ya, yhy 
Vc soDt des nombres premiers. 

Theor hme 11. 

Si. on a a* == 6* + ^5 

chacune des quantity €Lyb^ c sera toujours resoluble en deux facteurs, premi- 
ers entre eux, de mani^re qu'en posant ^=^^.0!^ 6 = j9 . 6', cz=iy .^^ Tun des 
5 cas suivants aura lieu: 

1. a = 2 5 ^= ^ J ^ — 



,7 2 ' 2 

•• 2 ' 2 2 

^ 2 2 2 

4.. a — _ ,0 — ^ , c ^ 

5. «_ j^ , 0— 2 , c j^ 

^) En 182S notre auteur passa quelques mois 1^ Copenhagne. 
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3. 
OB ;^ jf et z a'Mit pas ie fidears 

ri^area^ IT. 
La faaalite a ae peat pas Hn moiain ^ae — "*" "*"** , et la plas petite 

des faaathes c, A, « ae peatpas tee moimin ^ae — ~ "*" — . Si par ex- 
eaiple-M = 7, la plas petite ralear de c est 

•'— S' + 4' lIDU m — TSm + 1WB4 



1 1 

c'est-a-4ire e = 2360614^ 

et daas ce eas A = 2422355, 

« = 2438739: 
mam ces valeors se satisfoDt pas a TefaatkNi. 



Berlia le !• JMTier 18ML 

Depots mon arrivee a Berlin je Me suis anssi eccope de la sofaitiOB dn 
proU^ne geaeral sniTant: Traaver iouies le$ eqmmihms yuri somi res^Nes «lfe- 
briquemeni. Je ae Tai pas encore adieve, nais aataal ipie fen pais jnger, U 
reossira. Tant qoe le degre de TeqaatiiNi est nn nonbre premier, la difficnlte 
n'est pas si grande, nais lors^e ce noadure est cenipose, le diable s'y m^le. 
Jai fait application anx equations dn cinqoi^e degre, et je snis henrenseflienC 
parvenn a resoadre le probleme dans ce cas. Xai tronve nn grand nonibre 
d'eqoations resolobles, ontre celles qoi sont connnes jusqn a present Lorsqne 
j'aorai tennine le menioire ainsi qoe je Tespere, je nie flatte qn*il sera bon. 
n sera general, et on y troovera de la metbode, ce qni nie semble le plus 
essentiel. 

Toise secoad. «>4 
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Un autre probl^me qui m'occupe beaucoup, c'-est la sommation de la serie 
cos mx -{- m . co^{tn — 2)ar-4- *° J" .co8(wf •^— 4)ir + • • • " 

Lorsqne m est ud nombre eotier positif, la somme de cette serie est, comme 
on sait, (2 cos or)*", mais lorsque m n'est pas nn nonibre entier, cela n*a plus 

lieu, a moins que x ne soit moiodre que -- . II ii'y a pas de probleme qui 

ait plus occupe les mathematiciens, dans les demiers temps, que celui-la. Po- 
issoHj Poinsotj Plana^ Crelle et un immense nombre d'autres ont cherche a le 
r^soudre, et Poinsot est.ie premier qui ait trouvi une somme juste, mais son 
raisonnement n'est point rigoureux, et personne n'en est encore venu k bout 
«rai ete assez beureux pour le demontrer rigoureusement. 

J'ai trouve 



m 



COS mx + m.cos(m — 2)x -|- . . . == (2 + 2 cos 2ar)*.cos mkTi 

m 

sin mx + m. s\n(m — 9)x + . . . = (2 -}- 2 sin 2a:)*. sin mkTr. 
m est une ipiantite comprise entre les limites — 1 et -f- oo, k est un entier, 
et X une quantite comprise entre les limites (Ar — ^)n: et {k'^^)n. Lorsque 
m est compris entre — 1 et — oo, les deux series sont divergentes, et par 
consequent elles n'ont pas de somme. Les series divergentes sont en g^n^ral 
quelque chose de bien fatal, et c'est une honte qu'on se soit avis^ d'y fonder 
aucune demonstration. On pent demontrer tout ce qu'on vent en les employ- 
ant, et ce sont elles qui out fait taut de malheurs et qui ont enfante tant de 
paradoxes. Peut-on imaginer rien de plus horrible que de debiter 

= 1 — 2* 4- 3* — 4* + etc. 
ou n est un nombre entier positif? Enfin mes yeux se sont dessilles d'nne 
maniire frappante, car, h I'exception des cas les plus simples, par exemple les 
series geometriques^ il ne se trouve dans les math^matiques presque aucune se- 
rie infinie dont la somme est d^termin^e d'une mani^re rigoureuse, c'est-a-dire, 
la partie la plus essentielle des niathematiques est sans fondement. Pour la 
plus grande partie les resultats sont justes, il est vrai, mais c'est Ik une chose 
bien Strange. Je m'occupe k en chercher la raison, probleme trte int^ressant 
Je ne crois que tu pourras me proposer qu'un tr^s petit nonibre de problemes ou 
de th^or^mes contenant des series infinies, a la demonstration desquels je ne 
pourrais faire des objections bien fondles. Pais cela, et je te repondrai. Pas 
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mtoe la fomrale bin^me: n'est ewSore riaonreusement d^ontr^e. J'al troav^ 
qu'on a 

(1 + ar)- = 1 + w* + J^^^^tpil .«» 4- . . . 

pour toates les valeurs de m^ lorsque x est moindre que i'unit^. Loreque t Mt 
egal & --j- 1, la m^me formule a lieu, mais seulenient si m est plus grand que 
— 1, et lorsque x est ^gal k — 1, la formule n'a lieu que pour des Taleurs 
positives de tn. Pour toutes les autres valeurs de orcftde m, la sMe l-^mx 
-f- 6tc. est divergente. Le th<6or^nie de Taylor, base de tout le calcul infinite 
simal, u'est pas mieux fond^. Je n'en ai trouv^ qu*une seule demonstration 
rigoureuse, et celle-ci est de Mr. Cauchy dans son Resume des legons sur le 
calcul infinitesimal^ oh il a demontre qu'on aura 

y(a:4- cc) = (fx -^ a.(p'x + -5- •9*-'^+ • . • 

tant que la serie est convergente ; mais on I'emploie k I'ordinaire sans fogon 
dans tons les cas. Pour montter pai' un exemple general (sit venia verho) 
comment on raisonne mal, et combien il fant £tre sur ses gardes, je choisirai 
le suivant. Soit 

«o + «i -h- S + ^» + etc. 

une s6rie infinie quelconque, tu sais qu'une maniere tres ordinaire pour en 
trouver la somme c'est de chercher la somme de celle-ci 

et faire ensuite ar = 1 dans le resultat. Cela est bien juste, mais il me semble 
qu'on ne doit pas I'admettre sans demonstration ; car quoiqu'on ait demontre que 

pour toutes les valeurs de x qui sont inferieures a I'unite, il ne s'ensuit pas 
que la m£me chose ait lieu pour x egal ^1. II serait bien possible que la 
serie a^ -f- a^x ^ a^x'^ + • • s'approchdt d'une quantity toute diffi^rente de 
a^J^a^J^ a^-\^ ...^ lorsque x s'approche indefiniment de Tunite. C'est ce qui 
est clair dans le cas general ou la serie est divergente ; car alors elle n'a pas 
de somme. Jai demontre que ce procede est juste lorsque la serie est conver- 
gente. L'exemple suivant montre comment on peut se tromper. On pent dcr 
montrer rigoureusement qu'on aura pour toutes les valeurs de x infigrieures a ^ 

— == sjn .r — \ sin 2ar -|- ^ sin Zx — etc. 

34* 
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It'semble qu'on en poorrait conclure qae la mdme fonntile aorait lieu poor 
xz=zn; mais cela donnerait 

- = sin TT — ^ sin 2?! -f- ^ sin Sn — etc. = 0, 

reanltat absurde. On pent trouver nne infinite de pareils exemples. 
La th^orie des series infinies en g^n^ral est jusqu'a present tres mal fon- 
dle. On applique aux series infinies toutes les operations, conime si elles 
etaient finies; mais cela est-il bien permis? je crois que non. Ou est il d^- 
montr^ qu'on obtient la differentielle 'd'une «erie infinie en en prenant la diffe- 
rentielle de chaque terme? Rien n'est plus facile que de donner des exemples 
oil cela n'est pas juste ; par exemple 

— = sin ;i; — ^ sin 2:r + ^ sin Sx — etc. 

En differentiant on obtient 

^ = cos X — cos 2x + cos 5x — etc. 
ri^sUltat tout faux, car cette serie est divergente 

La mitae chose a lieu par rapport k la multiplication et a la division des 
s^Hes infinies. Xai commence a examiner les regies les plus importantes qui 
(a present) sont ordinairement approuvees a cet egard, et a montrer en quels 
cas elles sont justes ou non. Cela va assez bien et m'interesse infiniment. 



Paris le 24 octobre 1826. 

Comme ii me tarde d'avoir de tes nouvelles! tu ne saurais t'en faire idee. 
Ainsi done ne va pas me tromper dans mon attente, fais moi parvenir quelques 
lignes consolatrices dans I'isolement oil je me trouve, car, a te dire vrai, cette 
capitale la plus bruyante du continent me fait pour le moment I'effet d'un desert 
Je ne connais presque personne, c'est que tout le monde va s'^tablir a la cam- 
pagne, pendant la belle saison; ainsi ce monde n'est pas visible. Jusqu'a prl§- 
s^nt je n'ai fait connaissance qu'avec Mrs. Legendre^ Cauchy et Hachette^ et 
quelques mathematiciens moins celebres quoique fort habiles, Mr. Saigey redac- 
teur du bulletin des sciences, et Mr. Lejeune-Dirichlet^ Prussien qui vint me 
voir Fautrejour me croyant son compatriote. II est mathematicien bien sagace. 
II a prouve avec Mr. Legendre Fimpossibilite de resoudre en nombres entiers 
I'equation ^ + y* = z* et d'autres choses fort interessantes. Mr. Legendre 
est un homme fort complaisant et prevenant, mais malheureusement fort vieux. 
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Mr. Cauchy est €elai des mathematieiens qui salt le mieox comment les iMtbe^ 
matiques pour le moment doivent dtre traitees. D y a des eboses exceUevteSy 
mais sa mani^re manque de clart^. Je ne le compris presque point d'abord, 
mats k present je suis en train. II fait pnblier une suite de m^moires sous 
titre exereiees de matbematiques. Je les achate et je les lis assidument. II en 
vient de paraitre 9 livraisons a partir'du commencement de cette annee. - Mr. 
Cauchy est presque le seul qui s'occupe des matbematiques pares. Mrs. PtdS" 
son, Fourier, Amp^e etc. etc. s'occupent presque exclusivement du magn^tisme 
et d'autres objets pbysiques. Mr. Laplace n'ecrit plus, je pense. Son dernier 
onvrage fut un supplement de sa theorie des probabilites. Je I'ai souvent vu a 
rinstitut 11 est de moyenne stature, mais frais et vigoureux. Mr. Lacroix est 
fort avanc6 en Age. Lundi procbain Mr. Hcxhette va me presenter a plusi- 
eurs de ces messieurs. 

Les Fran^ais sont beaucoup plus reserves avec les etrangers que les Alle- 
mands. II est fort difficile de gagner leur intimite, et je n'ose pousser mes pre- 
tentions jusque la; enfin tout commenganta Men de la peine a se faire remarquer 
ici. Je viens de finir un grand traite sur une eertaine classe de fonctions transcen- 
dantes pour le presenter k Tinstitut, ce qui aura lieu lundi procbain *\ J'ose dire 
sans ostentation que c'est un traite dont on sera satisfait Je suis curieux d'enteh- 
dre Topinion de I'institut la-dessus. Je ne mariquerai pas de t'en faire part. J'en ai 
ecrit plusieurs autres surtout pour le journal de Mr. CreUe^ dont 3 livraisons out 
paru. Un extrait de roon memoire sur Timpossibilit^ de la resolution des equations 
algebriques a 6t6 insere dans le bulletin de Mr. Fertissa^. Je Tai ecrit moi-m^me, 
et je continuerai d'ecrire de semblables articles pour ce bulletin. C'est une 
tSche bien ennuyante quand on n'a pas soi-mdme ^crit le traite, mais enfin, c'est 
pour Mr. Crelle, I'bomme le plus bonn^te du monde. J'entretiens avec lui 
une correspondance soutenue '^'^'). Ce qui m'occupe pour Te moment c'est la 



♦) Voy. T. I. p. 288. 

**) Void un passa^ de la premiere lettre que notre anteur m'adressa de Berlin: '*Je vi- 
ens de faire'' dit-il '*une connaissance pr^cieuse, celle de Mr. Crelle. Qu^il est ai- 
mable ce mousieur. Tu ne saorais jamais te faire id^e du cbarme de sa conTjersation, 
pr^venant sans affieh^r cette politesse b^riss^e et accablante dont bien des gens bon- 
n^tes d'ailleurs se font m^rite. Enfin c^est Tbomme qu*il me faut, Tliomme sans 
fafon; j'en use avec lui comme avec toi ou d'autres de mes phis in times amis. II 
s'applique aux matbdmatiques avec beaucoup d'assidnitd, ce qui lui fait d'autant plus 
d'bonneur qu*occupant une charge publique il n'a que peu de loisir. Depnis quelques 
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th^Mie des equations alg^briques, mon th^me favori, et me voilk deja asses 
avaQci poor tronver le moyen de r^soudre le probi^me general que voici: Z>e- 
terminBr la forme de toutes les equations algehriques qui sant resolubles alge-- 
briquement. J'en ai trouv^ an grand nombre du 5"^ 6™® et T^^ degve qu'on 
n'a pas flair^ josqu'^ present. J'ai en m^me temps la solution la pins directe 
des Equations des 4 premiers degres, avee la preuve la plus ^vidente pourquoi 
eelles-ci sont les seules resolubles et non pas les autres. Quant a T^quatioA 
du 5"^ degre j'ai trouv^ que quand une telle equation est r^oluble algebrique-^ 
ment, il faut que la racine ait la forme suivante: 

oil Ry R'y R'y R*^ sont les 4 racines d'une Equation du 4°^® degre et qui sont 
exprimables par des racines carrees seules. Pour les expressions et les sig^ 
nes ce probl^me m'a presente bien des difBcultes. Du reste, la th^orie des 
quantites imaginaires, qui laisse beaucoup a desirer, le calcul integral, et surtout 
la th^orie des series infinies, qui est fort mal basee, me donnent assez de be- 
sogne. Cependant je ne puis m'attendre a en voir un r^sultat satisfaisant avant 
d'etre install^ chez moi a mon aise, si cela se realise jamais. Je regrette d'a- 
voir fix6 deux ans pour mes voyages, un et demi en aurait suffisamment rempli 
le but. Le mal du pays me gagne de plus en plus, et d'ici en avant mon 
s^jour ici ou partout ailleurs ne m'offre pas taut d'avantages que Ton serait porte 
k croire. Je suis maintenant au fait de tout ce que les mathematiques pures 
offrent de plus ou de moins essentiel, et il me tarde de pouvoir sacrifier exclu- 
sivement mon temps a r^diger ce que j'ai recueili. II me reste taut de choses 
k rediger, mais taut que je serai en pays etrqnger, tout cela va assez mal. Ah 
que j'envie le sort de Mr. Keilhau par rapport k sa place de I'universite. Ma 
position n'est pas assuree, il est vrai, mais je oe suis pas alarme non plus; si 
la fortune m'abandonne d'une part elle me sourira peut-etre de I'autre. 



ann^es il fait piiblier des livres dc mathdmatiqnes que je trouve dire tr^s bicQ dcrita. 
J'eo poss^de an grand nombre, dont il m*a fait cadcau, savoir une traduction des oeuvres 
mathematiques de Lagrange avec des notes excellentes, Theorie der analytischen Fa- 
cnltaten (Get ouvrage se troupe k la biblioth^que de i'unirersite de Christiania, si tu 
ne Tas pas lu il faut absolument que tu le fasse; c'est un ouvrage sup^rieur k diffd- 
rents ^gards surtout par rapport k la mdthode.) Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, 
Lehrbnch der Geometrie 8 vol* En outre j'ai fait Tacquisition de son ''Darsteilung der 
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Paris le'^) d^cembre 1826. 

Tu m'apprends que ta as la les deux premiers bahiers da journal de Mr. 
CreOe. Les m^moires ^e j'y ai fait insir^r, a rexceptlon 4e celai des ^qua* 
tions, ne v^Ient pas grand'^^hose, mais cela viendra, je t'ea assure. Xesp^ra 
que tu seras sattsfah d'oa m^moire sur une int^grale qui se trouve dans le 
troisi^me cahier"^); mals celui qui me donne la plus graade satisfaction, c'est 
un memoire aetnellement sons presse pour le 4™^ cahier sur la simple. sMe 

1 + »*^+ "*r^ ^ ir^-f"-' •***)• J'ose dire que c'est la premiere demonstration 

rigonreuse de la formule binome dans tons les cas possibles, comme aussi d'un 
grand nombre d'autres formules, connues, il est vrai, mais tres mal bashes. 
JTai ^crit un grand memoire sur les fonctions elliptiques qui renferme des cho- 
ses assez curieuses et qui ne manquera pas, je m'en flatte, de fixer I'attention 
du monde littd^aire. Entre autres choses il traite de la division de Tare de 

f ■ ■ 

la lemniscate. Ah, qu1l est magnifique ! tu verras. J'ai trouve qu'avec le com- 
jl^as et la regie on pent diviser la lemniscate en 2"-f- 1 parties ^gales, lorsque 
ce nombre 2"^ -\- 1 est premier. La division depend d'une equation du degr^ 
(2* 4~ 1)^ — ^9 mais j'en ai trouve la solution complete a Taide des racines 
carrees. Cela m'a fait penetrer en m^me temps le myst^re qui a enveloppe la 
th^orie de Mr. Gauss sur la division de la circonference du cercle. Je vois 
clair comme le jour, comment il y est parvenu. Voil^ des fruits de mes re- 
cherches dans la theorie des equations algebriques. Tu ne saurais jamais t'ima- 
giner combien j'y ai trouv6 de theor^mes magnifiques, par exemple si une 
equation P = 0, dont le degre est fiVj fi ei v etant des nombres premiers entre 
eux, est resoluble par des radicaux, ou P sera decomposable en n focteurs du 
degre r, dont les coefficiens dependent d'une seule Equation du degre //, ou 
bien en v facteurs du degre //, dont les coefficiens dependent d'une seule equa- 
tion du degre r. 



Rechnung mit veranderlichen Grossen'', comme je vais faire Tacquiaition de plnsienra 
autres trait^s qu'ilafait pnbller. Tons les lundia je passe la soirde chei Mr. Creile, 
et chaque vendredi k I'heure du midi nous allons k la promenade ensemble pen- 
dant quelques heures,. et alors nous nous lan^ona dans les mathdmatiqnea anssi 
rapidement que le permet mon orgsne encore pen tndesque.^' 
'^) Gette lettre est sans date. 
**) L^ memoire YI T. I de cette Edition. 
**♦) Le mdm. VII T* I d. c. ^d. 
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Berlin le 4 mars 1827. 

11 y a un mois environ que je f ai fait parvenir avec Mr. P. le 3"*" cahier 
du journal dcf Mr. Crelle et vta pen plus de la moiti^ du 4"^^ qui sort de la 
presse. Que penses-tu de mon m^moire qui s'y trouve insert ^). J'ai tache 
d'etre tellement rigoureux qu'il sera impossible d'y faire aucune objection fondle. 
. . . Dans la thiorie des Equations je me suis propose de r^soudre le problime 
suivant, qui renferme tons les autres: Trauver toutes lea equations d^un degre 
determine qui sent resolubles algebriquement. Cela m'a valu une foule de 
th^or^mes bien int^ressants. Mais voici le m^moire qui I'emporte sur tons les 
autres: Theorie des f auctions transcendantes en general et celle des fane- 
tions elliptiques en partictdier; mais differons de fen faire part jusqu'i mon 
retour. Enfin j'ai fait un grand nombre de d^couvertes Encore si j'en eusse 
rassemble les parties dipersees qui flottent encore en se heurtant dans ma tdte, 
ou pour la plus grande partie elles restent encore enfermees. II est impossible 
de penser k rien avant mon retour. Mais alors mes pensees trotteront comme 
une haridelle de fiacre, mais avec plaisir s'entend. II me tard maintenant d'etre 
installe chez moi, comme je ne vois pas de grand profit k prolonger mon s^- 
jour ici. Chez soi on se fait souvent des illusions sur T^tranger. Ce monde 
est assez fade et insipide en general; mais apr^s tout, il y a de Thonn^t^te et 
de la bonhomie. 



^) Le m^oire VII d. c. ^d. 






NOTES ET DEVELOPPEIENTS 

»E L'ESITEUB. 



PdP 
oar rexpression de -3— , voyez Lacroix traits du calc. diff. 

^ as 

et da calc. int. T. Ill p. 69. 

Pag. 26. cot - + cot — + . . . cot -^^^=^ = <: 

a ' a a 

4 cause de cot ^^^^ = — cot ^° ~ "'^ . 

a a 

On a en general (voy. Lacroix traits du calc. diff. etc. T. Ill p. 89) ' 

X . tns 
m co8(m+l). — .sm-^- 

2J^ COS kx = 



S 
8iny 

Faisant ici m = a — 1, a? = , on troDvera 

a 



2; cos — — - = — 1. 
Vag. 27. rsin^.sJn — ...sin ^' 7 ^>^y==-J!— (voy. Lacroix traits 

* V 2a 2a 2a / 2*"-* ^ "^ 

do calc. diff. etc. T. Ill p. 4S4). 

Pa^. 1?9. La valeur de la constante C* se trouve plus aisiment en fai- 
sant or = — ; car on ne voit pas immediatetnent que la difference des denx quan- 

n 

tites infinies L{n.{S) et — Zf(0) se rednise a zero. 
Pag. 31. Si dans la formule connue 

on met ar'~* au lieu de x^ on obtient 

/■.-..(/ir..x=^^. 

Tome second. oS 



274 



Pag 55. L'expression de L(—j aj (ligne 10) se trouve en remarqaant 
que 




tf« # iLL—.dx 

y — i 



J. »-' 



Equation qui r^sulte de la substitation de y pour y\ 
Pag. 46. Ayant p == — — ^ , on trouve 



e* — 1 
rf/i __ e» 1 



S 



dv (e^ — 1)* e» — 1 (f — \Y ^ {^ — xyr 

et de U 



/»4-V-f 2/»'; 



De m£me 

<Pp \ d(p+p*) dp ^pdp 

dv^ dv dv dv 

done 2/»» = — ;. — 3^»+-g-;orp« = — /, — -J.; 

done en substituant en reduisant 

»» — _-L_— » 4- 3 ^y » 1 ^;> 

^ ~ (e''-!)* "".^ ^ 3f ^^ ^^ir^2 » 
et ainsi de suite. 

.Pag. 47. On trouvera en general 

d^'^p r(2m + 1)10/ 4 \« /'i t'^'^'dt.^m vt 



et 






Pag. 48. II faut se rappeler que A^^n = 1- 

Pag. 49. La substitution de q)(^) pour 9)(:r) donne 

Or . Sq){^) = et J(p{x)dx = pour x = — ; done 

En substituant cette valeur de C et ayant egard a la formule 

/** (p{2x)dx == ^ /** 9)arrfir, 

5" 
on trouvera le resultat de I'auteur. 
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Pag. tff. On trodvera P=i^— '^£f . Or d'aprfes rhypotfctee fy 

Vy \fs) 

ne s'^anouit pas, lorsque i/;y=0; done Preste finie pour cette valenr deif^. 

Pag. S2. Faisant 
in{a — tti) + in^(a — aj . . . + 2n,m^i{a — a») = 2va + 2i'iaj . . . + 2^»a«> 
on en tire 

P =:W + Wi + ^« + '-- + ^»-i 
Vj = — » 



• I 



« 

ys=: — n»_i , done en ajontant 

or 

done t^-y^*^'^" __ V- T r(tt-*-l + *) „ ^, «fc-i. 



/^•^>« 



On tire de Ik 






«=|.[t^4^'(?^-^^''+'+'^-"^-^^+*^-'''^^)tw] 



11 est clair qn'en faisant 



^(/"), 



r(,i+3) r(}jL+2) 

les termes de A qui contiennent x^ sont compris dans les snivants 

F(«) . (ar— «)-+F(m+1) . (:r—a)-+»H-F(n+2). (a:— «)-+». .+F(«-h9) . (ar— «)-+»»... 

II s'agit maintenant parmi ces fonctions de s^parer celles qui sont mnltipliees 
par a'^x". 

35* 
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^ Pr, ,1a somme des fonctions mnltipU^es par ;r* est • 

F(»)+(n+l), F(»4-lM-«) + -^i^^ • ^(»+2).(-«^^^ 
Maintenant on a 

Done faisant pour abr^ger 

r(n+8).r(*) "•*+*+* r(HL+2).r(*)*'^'*+' ~ ^^' ^' 

on verra c[ae la somme des fonctions moltipliees par aTai* sera la saivante 
x{n,m+l)—{n-\-l).x{n+i,m)+ ("+^)("+g) .^(w+g, m-1)... 

Or 

On conclnt de 1^, en remarqnant que r(x -)- 1) = xr(x), que le coefficient de 
a"jf" est celui-ci: 

r(»«-H»+S) „ |, (-!)> 1_ r(»n4>.+2) » (-!)> /^x 

r(«+i) "+^7^ («+p+2)r(;»+i).r(»»:P+i) r(«+i) ■'^"+"+' o''(»+p+i)r(/»+i).r(m-^i)'^ ' 

En d(6veloppant on aura 

o' («+P+l)r(p+l).r(»M-p+l) r(m+l)Vfi+l l"«+2 ' 1.2 '«+3 ""^B+m+l/' 

Or 

^ ^ V ' 1.2 1.2.3 "^ -*- / 

Multipliant par c{!2r et prenant Fint^grale depuis a? = jusqu'a or =: 1, on aura 

/'V(l-a:)-.rfar==-L- — -^.-1-+ !!fcJ) ._!_-... ± -_L__ . 
J^ ^ ' n+1 1 «+2 "^ 1.2 »+3 ^ n+m-hl 

Par consequent 

^ till! = ! f^ ad^W — xY.dxx 

Done 1 til)! ^= r(n.H) ^ 

Tf (i.+p+i)r(/.+i).r(m-/.+i) r(m+»+2) • - vt 
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Mettant ici ?} -f- 1 a la place de n^ il vient 



\» \ 



^ (-!)!» _ r(ii4.2) 



(^) 



7i» («+p+2)r(;i+i).r(m7i+i) r(iii+i»+8) 

En verta des formules (6) et {c\ I'expression (a) deviendra 

qui par suite est la valenr de A^^^ comme le dit Faateor. 

Pag. S6. — ^tant one fonction rationnelle, est resoluble en termes de 

la forme Aad^ et ■r^\ done /-^^ — dx est exprimable par des fonctions de 

la forme Cx^^ r;;^ et m log (or — ())=rlog(:r — d^)*; done 

(x— 6) 



(x — 8)«.(4r — 8)"»i... 

Si le degre de fx est moindre que celui de (px^ on a C=0; si fpx n'a 
pas de facteurs ^gaux on a Z> = ; done dans ce cas /? = 0, e^ = 1, 

■S: = T^ + .-7^---+-r\---' «" "*»^ = -fe P'*""' *=^<^H^; done 
Wu. = 3- — 5= — - — ^- On voit par la qu il n est pas une suite neces- 

saire de I'equation y^fx -|- q)x. —^ = 0, que les quantites m, m^y. . . soient 

positives et moindres que I'unite. Mais on peut toujours determinc^r les fonc- 
tions fx et q)X de mani^re que cette condition soit remplie. Et, lorsque /i=0, 
il est necessaire que cette condition soit remplie, si Ton vent que la fonction 
yfx . fpx s'^vanouisse pour les m^mes valeurs de x qu'il faut donner k a, lorsque 

-y- doit s'^vanouir. En effet, lorsque /i = 0, on a 

%px.(px = {x — dY'^.{x — ^i)^'"** • . 

-— = (« — ($)• .(a — (T,)-!..., 

d'oii Ton voit qu'il est impossible que ces deux fonctions s'evanouissent pour les 
m^mes valeurs de or et de a a moins que les quantites m, m^ , . . . ne soient 

« 

positives et moindres que Tunite. / 

Pag. S9. Ayant s^, = s'^ + (^ — a)Ry si Ton fait s^ = x(^) 9 on aura 
en faisant a: = «, x(«) == ^V- 
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Pag. 60. Dans Teqaatioii 

y = ^lyi + ^2^2 + ^»ys+ • • • + ^«y« 

qui est I'int^grale complete de I'^quation (1), les qaantit^s y^, ya9---y» sont 
des valeurs particuli^res de y qui satisfont k I'equation (1), et c^, ^a>**-^» 
des constantes arbitraires. (Voy. Lacroix traits du calc. diff. etc. T. II p. 325 
et suiv.). 

On voit que y'^ est la m^nie fonction de a que y^ I'est de x^ en compa- 
rant les equations (1) et (5) et en remarqnant que ^^ est la m^me fonction de a 
que s^ Test de :r. 

Pag. 62. On a x = ^y + ^2** -^ > 

4*20 «1 ^2 1 I *2 . 



«i of '*V^2''; '^l ^12. * I 



i/jr j: — a dx s — a * {x — a)* 

done 

et par consequent 

Pay. 65. s^=zO et ^^ = pour x-rr^x^ eiX'=XQ rend /ij=0, p^>=0, 
jTj = et ^0 =^ 0- 

/?2 + y . -^ =zjQydx + frydx. En mettant dans cette equation pour /? 

sa valeur — f y et ;f pour frydx on a 

Pi/^r. e^?. — y(« — ^) =^fi)ydx + z- 

Pi7jr. tf^. Voyez le memoire XV p. 288 et le memoire XX p. 324 du 
premier tome. Le dernier des denx memoires cit^s n'est qu'un extrait abr^ge 
de ce memoire XI. 

Pag. 67. Les quanlites E^ R^, ^2*-* ^^^"^ ^^^ fonctions symetriques 
des racines de Fequation s = sont des fonctions rationnelles des coefficiens 
de cette Equation. 

Pag. 72. Lorsque m=l, c*est-a-direy= , on vl Jydx z=log{x — a) 

= 'ipx. Done 
log(a;, — a) + log(a:, _«) + ... + log(a:. — «) = —f{P^^^da'+ P[''da, + P/-^>rfa^i), 
oil 



P/*) = — -— - .rflog(ari — a) (x^ — a)...{Xn — «) 



I dt 



^^ • -c,v 1 / V » , X » , r/a^ ^ 
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Pag. 75. De I'^quation 

' — -jsr 

qai donne 

on tire aisement en faisant a = x^ et s=:q>x: 

• p 
Soit maintenant x^ = y + yi^ + y^p^ -f- . . . + y^^a:'' = ^ /ji^**? on aura en 

sobstituant 

Or I'equation (28) pag. 76 fait voir que, si le clegr£ de a est moindre que 
celui de a^ d^ s'^vanouit et par suite q se reduit k une constante. 
Dans Tequation 

la quantity ( — ly-^^.d est 6gale au produit des racines. 

Pag. 76. Mr. Cauchy dans son cours d'analyse de I'ecole roy. polyt 
p. 92 a donn^ une demonstration el^mentaire des deux formules (28) et (29). 

Pag. 77. Le titre du memoire XII est ajoute par Tediteur, car dans le 
cahier de I'auteur il se trouve sans titre. Ce memoire contient une extension 
de la theorie dont Fauteur a fait usage dans le memoire Vil. 

Pag. 80. y == JS'J^z* e'est-a-dire (e**i + aj- = SAJ^i^^ + a)* done 
(e^oti -|. «J*./Vj = SAjf^ + a)* .fv, done rf,»y:r = SA^S^tfx. 

Pag. 82. (^+ ")"* = ^ + x ^(^"1" z')"*^ + ®^c- Voila la formule 
donnee par Tauteur dans le memoire V T. I p. 31. On voit ici le chemin di- 
rect qui a conduit I'auteur k cette formule. 

Pag. 8&. Lorsque x est compris entre les limites n et — tv on a (voy. 
T. I p. 90) 

— = sin a; — ^sin2ar -f- ^sinS^ — . . . 

En prenant la deriv^e de chaque terme du second membre de cette equation 
on obtient la serie 

cos X — cos 2x -}- cos 3x — cos 4a? + . . . 
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Or cette serie etant divergente pour toute valeor de x^ elle n'a pas de 8omme» 
et par consequent elle n^est pas ^gale k la d^rivee da premier membre de I'd- 
quation, done I'equation 

^ = eos(at;) — cos(2a«;) + cos(3at;) — ... 
n^est pas jaste, ce que Tauteur a reeonnu plus tard. Voyez pag. 268 de ce 
volume. 

D.d<px=z\pv.fv ^==^ffv . f{v^)dt ^=^fD .d^(px. dt. 

(e^ _ lyX _ (^;a)-l +1=2 fhdtMnjVTi) ^^^y p ^gj 

Jo e^^' — 1 

Pa^. 86. Pour la valeur de — ^ ^^^ voyez pag. 84. 
Pag. 88. L'integrale r A^^-«'"^^ _ ^ (i _ ^) ^oy. Legendre exerc. 
d. calc. int. T. I p. 560, et Fintegrale 



/ 






est la formule (2) pag. 358 de I'ouvrage cit^ en y faisant 9it = 1. 



TC 



Pag. 91. La formule -^ . -— - = / *^ (cos (pY . cos nq> . dtp est demontree 

» 
pag. 88. 

Pag. 97. Faisant ^=^1, yzrrf^, /'=^3, ^ = ^4, Tequation {a) donne^ 
lorsque q){p) = 0, et en ecrivant m — /^ + 3 au lieu de p : 

tn — p + £ 6 Tn — p + Jb © I 

De cette equation et des expressions de f{m — 4), /"(?« — 5), f{ni — 6) et 
f{m — 7) on verra sans peine que dans Texpression developpee de f{m — /i), 
e se tronvera dans le denominateur de chaque terme dans une certaine puis- 
sance, que, si /> a les valeurs 4y, Aq + 1, Aq -|- 2, Aq + 3, Vexposant de « auri 
toutes les valeurs enti^res comprises respectivement entre les limites ^ -f- ^ ^^ 
4q — 2, y + 1 et 4^ — 1, y + 1 et 4^, 7 + 1 et 4^^ -|- 1. Soit w + 3 I'ex- 
posant de £, il s'ensuit que pour toute valeur de /i, n aura toutes les valeurs 

entieres depuis le plus grand nombre entier compris dans -^ 2 jusqu'a p — 5. 

Soit par exemple /? == 8, w aura les valeurs, 0, 1, 2, 3, done n-^5 les 
valeurs 3, 4, 5, 6. 
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Lorsqae n = 0» oa aura AK") = A qui aara les valeors 2, 3, 4, 5. 
Lorsqae n = l, les deux qnantit^s k et kf^^ anront les valeurs saivantes 

k A(0 

2 3 

2 4 

3 4 

2 5 

3 5 

4 5. 

Lorsqae n = 2, les trois quantit^s k, k(^\ AK*) anront les vaiears saivantes 

k A(0 *(•) 
2 3 4 
2 3 5 

2 4 5 

3 4 5.. 

Lorsqae n = 3, les quatre quantites k, k(^\ f^*\ AK') auront respective- 
ment les valeurs 2, 3, 4, 5. 

Connaissant ces vaiears de n et de A:, A(^) etc. on poarra imm^diatement - 
former I'expression de f(m — 8), qni, comme on voit, doit 6tre composee de 
15 termes. 

Paff. i05. Dans Texpression (k) n aura toutes les vaiears entiires de- 

puis le plus grand nombre entier compris dans ^^ 2 jusqu^a p — 3. 

« . 

Pag. i08. Pour ttouver les relations qui doivent exister entre les quan- 
tites y(0), 9(1), 9(2) pour que I'expression 

^— : — , la supposition la plus 
generale . serait de faire 

Tome secoDd. 36 



2S2 



mais en vertu de I'^qiiation (n) on peat diasser les deux dwni^res integrales 
dii second membre de cette ^qoation, et par lik, eomme il est aise de voir, les 

Jiff Hfff 

deux quantit^s et disparaitront aassL 



X — a* 



s — a"' 



Pag. 115. Lorsqae fi = 9.n-\- ^ et m r= » -|- 2, on aara 






dN 

dx 

dP 

dx 



(2»+4)aa:*-+« + {tn-{-S)bx^* + . . . 
(n 4-2)^.r-+» + (« + 1)-B^ + • • • 



done 



m. 



dP 



dx 



= 2(n+2)aJa^-+» + 2(w + 2)6 Ja:»-+» + 

■4-2(/iH-l)afla^-+»H- 

+ 
= (2«+4)a^a:"-+» + {2n+A)aBa*'^ + 

+ (2»+S)6^a^-+* + 

+ 
Done le degre de M est dans ce cas 3n -|- 4 — n = 2n -^ 4 = //, et le degr^ 



P. 



dN 
dx 



de-^=0. 



Ptiff. i2S. Les deux expressions de /*" de la page 124 deviendront en 
y falsant i = 1 et V =:fz=z — 1 et en redoisant : 



{p—r)(p'-p'')f' 



ppt — (p + /i')p* — p"* + ^p'a — 2a*, 



La diiferenee de ces deux equations donne 



(/I -f- /I' — p^ — p^) . 



Vk 



/^ + P' 4-/^" + P" — 4a, 



d'on Ton tire 



f 



_p+p' +p* +P"' — 4a 



.Vk. 



L'^quation 2f>f' — d 



f 



p+p' — p»—p>" 
Ua (p. 123) donne f = 

_ p+p' +p' + p"' + 4ka 



h — 4ka 



; done 



2v'(l + *) 
Solt pour abreger p -\-p' — p' — p" = x, p -^p' -^p» ^ pf 



(X_4a)a — x« 



; done Y(\-{-k) = f'' 



X — 4a 



y [(X + X - 4a)(X — X — 4a)] 



A, on aura 
, et de 



283 

■« / -r «v i^(\^k)~ ^ ^ y ' 2/(1 + *),' 

done 2(/^ 4- iaf*) — — tV{{p + P' — 2«) (/»* + /»" — 2a)) = ^ • 

Si dans F^qnation 

{f-\- fx -4- /••ar»)» _ (a 4- /Ja: + yx^ + da* -\- ta/^) =*(:r — ff)* 
on fait j; = a, on a 

Po^. £26. On a en general 

arc tg.(i^)=-A_log(-?i-±^4=J-) ; 
faisant done pj=:|/^A ^j=:P^ — 1, on aura 

"^ *8v(t7^)= 2^ '"sCt^) ' 

done ^.log (^^)=_^ are. tg. (-^) . 

Po^. iSO. Lorsque dans Tequation 

on mnltiplie les deux membres par le prodait {x — d){x — of) {x — ^') • • • ^ on 
obtient en faisant X'=^a 

t = n{a — of) {a — (f){a — «•') . . . 

Pag. iSi. La valeur de A se trouve en faisant x infini dans Tequation 

et en remarquant que A^"^^) = 2» -f" 4* 

Pag. 152. La premiere formule de cette page est la m^me chose que (a 
formule (28) pag. 76. 

Pag. £55. On a 

f(_l L. _L_ I _i L _1_\ 

_ tV(9fl) , tV(9gO , tV(9g-) , t>V(9g^) ^"^ 

oil ipa=z(a — a') (a — if) (a — a% tjm' = (a' — a) (a* — uT) (a* — a"') etc. 

36* 
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Si dans la formale 

■ } 

I 



+ Mo+^,ar^. + H-^-xa:-) ( (*-Xo)(;r-x,)...(x-x.-,) \ 

qui se tire ais^ment de la formule d'interpolation de Lagremgiii'w^ compare 
entre eox les termes constants des deox membres, on aura 

On voit par \k que 

Done en multipliant les deux membres de I'^quation (a) ci-dessus par OMicPtfy 
on obtiendra I'expression de f. 

En multipliant la premiere des Equations qui d^terminent f^ f^^y f^^\ par 
- — , la seconde par -r-r ^^^* ^^ ajoutant ensnite, on aura 



iW 



mais en vertu de I'^quation (9) on a 

La difference des deux derniires Equations en y substituant les valeurs de ^pa^ 
ypa\ t/;a*, \\)(f donne I'expression de Z^*). 

Pag. 156. Ayant 

P === K(/? + C(a; — a) V —«')*)==/'+ /"^'^^ + /"^V* 
R=i{x — p){x — /I') (a? — /?•) (ar — jp"'), 

on aura en faisant a: = /i, p', /i% /i*' , ; * 

/•+/-(i)p +r(V =i(p^ — a)(p -a')KC 
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En eliminant f^ f(^^ et f^*^ de ces equations et r^doisant, on aura 



I •yy-M*jyy-M*^ . wyjr-ufyy'u^ . wyy—MM^jr-MM^ ^ 



{P'P')(p-p^){p^) • (p'-/»)(;^'-/H')(/i'-/i'^) • (/^-/»)(p^-/»')(p'-r') ' (j^pXp^pXp^'P^) 

Faisant icit = i'=:l et {*=:<*=: — 1 on a la Ibnnale de IViotenr, expri- 
mant la relation entre a et a^ On verra ais^ment que des quatre quantit^s 
ij i\ f*, fy il faut prendre deux == 1 et les deux autres = — 1, car tonte au- 
tre supposition rend f^ f(^^ et f(^) infinis. 

Pag. i4S. En faisant y == et « = 1 apr&s avoir differentie Texpression 
Y(vy) <^ii^9 fois de suite on aura 

r=l, r(^)=l, r(») = y— ^, r(») = 3/J — lyd + fi)*, 

Po^. jf^tf. Substituant dans les deux Equations 

2c(0.c(*) — 5c(»).c(*) = 
les valeurs de c^^\ c^*\ etc faisant /j = — a et r^duisant, on trouvera 

On voit ais^ment que ces deux equations sent satisfaites en faisant d = 2 et 

Pag. 147. Des trois equations Q = /»•(?•, J* = |(/»''/2' + (p'*/?'), 
R = A'A' OD tire successivement 

p+ Qi/R Kfjr + y «jg*) + f'y/(jg'i»') 

P— «•« Vp'v'jr — ^v'*'>' Vp/J8'— Q'v/J?/ ' 
done \og(4±4^)= glogfCf •'g^.^) • 

Pa^. f49. La seconde m^thode est la mdme qae celle qui est employee 
dans le m^moire VI tome I pag. 33. ,' 

Ed d^ignant par la lettre d le degr^ d'une fonction, on a dQ^ < SQry 
done iQ\<d(QQ^r), et par suite diQl + WQif) =^ ^{QQir); <>' Equation 
Q[ + ZQQir — Q*s = 1, donne 
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c'est-a-dire »i + <J3p, + 2 = 2w+l; 

et de la dQ^ = n — 1. 

Poff. ittO. L'^uation Ql -f- ZQQi^+ QK^vQ^ —0 = 1 donne 

en remarquent que Q^=zQ — 2.vQ^ ; 

done 3Q^iQ^^^ — sQ^dQ^-^ds'; 

c'est-a-dire n + w — l=w + dQ^ -\- 1, 

et par la n — 2 = (Jj?,. 

On a ^s,Q,Q,) = d(Q,Q^^; 

done l + w — 1 + ^, = n — l+w — 2 = 2» — 3; 

done d|P, = w — 3. 

Piiff. iS4. Ayant r« = ar* + «ar + 6» et *« = c« + p^x^ on doit avoir 
«?« == (y«+^) . — , en remarquant que r» =: t;»j« -|- u^. 

Pag. £60. Soit par exemple n = 4 et Q^=^ const = 1, on aura 

Pi 

done en snbstituant 
Pi P» 

^i — T" -^ • ^ (*+5'i)(^H-^«)(*+5'.) + ^ (^+^i)+ :^ (*+5's) 
Pi Pi Pi Pi Pi 

Q —J'J^'J^' ~(^+9){'+9i)(P^+9%)(p^+9i)+ J ■ j^{x+9){^+9i) 
+ I • ~-('^+9H^+9i)+-^'-^(^-t9^i^+9i)+i' 

P Pi P2 Pz 

Or J? = « + e(0:ir + e(^)x^ + eWar» 4- e(*)a^. 

En comparant entre elles ces deux expressions de Qj on en tire imm^diatement 



287 

P Pi P% Pz 

L'expression de x-\-ky voy. pag. 140. 

Pag. 161. A = ^^^^^^^ = -^^ , lorsqne b == 1 (voy. pag. 141). 

Pag. 166. Si dans I'^ation 1 = (6» + c)(a — /?/ + yi* — d? + f*), 
(pag. 165) on met — / aa lieu de ^ on en tirera 

V(b^-\-c)= 1 = —L- . 

^ ~ ' v'(a + p/ + Y/« + &/» + /♦) v'((pO 

Si dans le no. 45. on ^crit I pour a on aora 

k-j-i^—njyitpi) 

et /!__^L_ — __L__ /:^__J_ loe<'ZjL«£*V 
done f—J^ =__!_. Z:^ L_.logCZ±«£^V 

Dans cette fomrale on a /i = 2n -|- 4 en vertu de I'^quation (1) pag. 127, en 
remarqaant qae m = 1. 

Ayant *-{-/ = -—, on a - — y = Jk = — A' = ■ — 



Pay. f 7(0. On a 

/ ' da f{A+Ba).da ■ .x 

(a-o)i/(/«) ~y •(/«) "^"'' ^*' 

L'^quation («) donne, en prenant Tint^grale depuis a:=ir jusqu'a a = ci) etmul- 
tipliant ensuite par Yif^Y 

L'equation (C) donne de m^iue 

En faisant ;r = oo et a = co' dans la troisi^me Equation de dessous pag. 169, 



on aara 



'^<^-'/ 'v=^vm ='^(«r ^^vw^ + ""^(w + «"■ 
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Mettant ici an lieu du premier membra sa valeur qi-dessos il viendra 
K(/V»')-/ "^^;ff'^ + «"K(/'-')=K(/'»)./"-^^^+»t'K(/'«>H-etc. 

done 

«"K(/-eo')-^K(/-»)=K(/'co)./"i^^J^ -K(/--')./ " ^-^;(^>^ + etc. 

Pag. i80. Pour I'expression de n{c) et de /7(— 1 + V^(l — c*)) 
voyez Legendre exerc. de calc. int T. I pag. 69 et pag. 75. 

Pag. i8i. — = -^ etant une fonction impaire, il faut que Tune des 

fonctions Q et P soit paire et Tautre impaire. 

Si Q est une fonction paire, P une fonction impaire et ^ -}- ^' == 2|r oo 
a d(P^ + Q^R) = 4i', S signifiant le degre de la fonction. Done dP ne pent 
surpasser iv^ et comroe dP est impair, dP'=iiv — 1 au plus; done 2rf(P-|-4 
= ^v et par 1^ dQ == 2v — 2. Or 6P — dQ > 0; done iP>2p — 2^ et par 
suite dPz=2p—l. Si ^ + //' = 2p+ 1, on a (J(P* + Q^R)= ^v+Z; done 
2d!P + 4 = ou < 4y + 2; done dQz=z on <2p — 1 ; et comme dQ est pair, 
dQ =zip — 2 au plus. II faut done que 2dP = 4i/ + 2; done dP = 2p + 1. 

De la nidme mani^re on determine le degre de Q et de P, lorsque Q est 
une fonction impaire et P une fonction paire. 

Pag. i9i, ^'Lagrange a fait voir qu'on peut^mener la resolution d'une 
equation du degr^ a celle de equations respeetivement des de- 

gres a' I'aide d'une equation du degre ." Ainsi avee les 4 lacunes 

marquees cet eudroit se trouve dans le cahier de I'auteur. Lagrange a d^- 
montr6 que la resolution de toute equation du degre m^ ^i m est un nombre, 
premier, pent dtre r^duite i\ la resolution de deux equations respeetivement des 
degres m — 1 et 1 . 2 . 3 . . . (m — 2). Si au contraire m est un nombre com- 
pose egal a ri/i, n etant premier, 1^ resolution de Tequation du degre m pent 
^tre ramenee a la resolution de n Equations du degre /?, et a une equation du 
degree n — 1 dont les eoeflieiens dependent d'une equation du degr^ 

— ' ' ' —> Voyez Lagrange traite de la resolution des equations 

numeriques, note XIII pag. 245, et memoires de I'academie de Berlin, annee 
1771 pag. 138. 

Pag. £94. Le produit y2y«*y'« • • -^2*^*"^^ ^^^^^ fonction symetrique des 
racines de Vequation 
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ttii, — ^^ == 0, 
sera fonction rationnelle de Rj^; et le produit ys*y's* • •y^^^'^^ etant fonction 
sym^trique des racines ^e Tequation 

«l*i-* -[- CO»^i~* -f- . . . -f- CO* -|- 0) -|- 1 = 0, 

sera fonctioii rationDelle des coefOciens de cette Equation et par suite ind^pen- 
dant de co. 

Pag. 197. L'6quation yy^ = — ^o ^^^ impossible, car ea vertu de Thy- 
pothese il est impossible d'exprimer I'un des radicaux rationnellement en les 
autres. Voy. pag. 194. 

Le th^or^me est une consequence des equations (/9). En effet la sub* 

stitution de Texpression /'o4"/'i*Vyi-f-*-* pour y dans I'equation (p{yym)=:0^ 
donnera un resultat de la forme {a) oil f^, t^^ t^ etc. sent exprimes rationnel- 
lement en y^\ done ces quantites restent invariables par la subtitution de 

— — / -iV* ( — \*^' 

«>yfs «>*yf* ot^* ponr y^, en remarquant que y^ = \yf»/ = \wyfv 

= Vco*y^) =etc. 

Pag. 198. Le th^oreme III est demontr^ T. I pag. 15 et 16. De ce 
th^or^me il suit immediatement que^ si deux Equations irr^ductibles du mdme 
degre ont une racine commune, ils sent necessairement identiques. 

Pag. 202. Si dans I'equation (a) onn'avait pas ^i=0, t^=z0...t^^=z09 

on aurait sv- £gal k une fonction rationnelle de Sj s^^ p^, p\, p^j p^etc. et par 
la Zj^ ^gal k une fonction rationnelle des m^mes quantites. Cela pos6, les quan- 
tites s'f p\^ P^2"' ou peuvent s'exprimer rationnellement en ^, Pi9P2-" ou 

non. Dans le premier cas en aurait s^ rationnel en s^ p^^ p^. . .^ ce qui est 
centre l'h3rpoth^se, et dans le second, I'equation irreductible , a laquelle 
doit satisfaire z^^ serait d'un degre dent I'exposant serait un nombre 
compose, savoir le produit -de (i et de Fexpesant ext^rieur fi^ qui se trouve 
dans I'expressien de z^ en j, j^, /?^, p\y p^y p\ etc. Mais cela etant de m^me 
centre Thypothfese, on en conclut que ^i = 0, f^ = . . . t^^^ = 0. Ces Equa- 
tions ayant lieu, il est clair que Tequation {a) sera satisfaite si au lieu de 

2 11-1 

*»^ on y met w^»*, w^^h- . . . odI*^-^.jK 

Tome second. o7 
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Pag. 205 J 204. De reqaation 

J_ — JL 2. 

P'o +P\^'^+P'^'^ + • • • =Po + ^Pi^^ + • • • +^''p^^ + • • • 

i. 1. 

on tire en y substitaant pour ^'i^ sa valeur q^.s^j en vertu du theor^me I: 

p^.q^.s^ — cD^p^s^ = ; 

done en remettant s*^: 

JL ^ 

Si done on fait p^z= 1 et par suite /9'^ == 1, ce qu'on pent toujours faire 
(voy. tome I pag. 9 et 10), on aura 

s'=ip^s\ 

s aura done v valeors differentes. Soient j, , s^^ s^ . . .s^ ees valeors. 
Soit de plus 



(^ 



^%^9l^4. • • • ^^ •«*o 



on voit ais^ment que les quantites R^^ 72^, ^^ • • • -Rv-a ^oi^t des fonctions ra- 
tionnelles de s et de quantites connues. Savoir 72^^-1-^,, ^^i -f- ^i^^v-«9 
...Sj^Rq sent des fonctions sym^triques de z^^, z^, z^...z^j et par suite des 
fonctions rationnelles des coefficiens de I'^quation proposee. Si Ton d^signe 
par q une quelconque des quantites p^y p^s . . .p^s et par <^^, 92^ 9^9 -- - 9^ 
les V valeurs differentes que prendra ^ en y mettant pour s les valeurs ^^ , s^^ 
s^. . .s^f si Ton fait de plus 

9i '+5^2 +«5 + --- + 5'>» =«0 

on Toit que toutes les quantites a^, a^, a^... Ov-i sont sym^triqaes enz^, z , 
^s • • • '^1 ct psi* consequent rationnelles en les quantites connues. 
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Les equations (B) donnent 

En ajontant et obsenrant qb'en verta des equations (A) on a 

*;;-»+ 72^,.*;^+ + i?,*, + i2„ = o, 

on aura 

On a done q^ rationnel en s et en les qnantites connues, tant que le d^nomi- 
nateur n'est pas ^gal k zero. Or si «^ = «» , on aurait 

done extrayant la racine, mettant pour le premier membre sa valeur «>*, et 
dans le second meuibre au lieu de z,, z,, z^... leurs valeurs, on aura 

i. LI. 

-L ^ 

-f- etc. 

done 1 ^ 1 -|- WjO) + <o ca* • . . + ro^ioai*"*, 

ce qui est impossible. II est done impossible que ^^ = tf„ , et par consequent 
on a q^^=:p^s exprim6 rationnellement en s et en les quantity connues. 11 
suit de la que 

i. — ^ M 

^=n + ^^ + W-'^^ + /*s(*)-'y»^ + --. + /;-i(^)-'^N 
oil p^j fj^s\ f^{s) . . .f^i{s) sont des fonctions rationnelles de s et de qnanti- 
tes connues. 

57* 



• 
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Pag. SOS. Ayant 



1 m 



on a en divisfmt par ^: 



OLk • 



De cette Equation on conclut qae est un nombre entier^ en remarquant 

que les quantit^s P^^\ P^^^^ . . * PSi sont des fonctions rationnelles de * et 
de qnantit^s connues. 

m 6tant une racine primitive pour le module //, ies settles puissances de 
m qui divisees par /i donuent le reste 1, sont de la forme m()^'~^> ou n est un 

entier. Done si est un nombre entier, on a aAr= (xi — l)n. Reci- 

(JL 

proquement si ak={/i — l)w, sera un entier. Si k est le moindre 

nombre entier qui satisfasse a la condition — — — — egal a un entier, A: et n 
seront premiers entre eux dans I'equation ak=i{fi — i)n. En effet sik=zk'pj 
n=:in% on aurait aA* = (/tt — l)n' et par 1^ igal a un entier; mais 

k^^<k et par suite k ne serait pas le moindre nombre entier satisfaisant a la 

condition ^gal a un entier, ce qui est centre lliypothise. Done n et 

k sont premiers entre eux. U suit de 1^ que fi — 1 est divisible par k. Soit 
done ^~ = /?, on a a = /?/i. 

Si toutes les racines de T'equation en s du degre v ne sont pas comprises 

dans la serie *, j^, ^a> • • • **-i' ^^^* ^ = q^^s"^ une autre racine; a^==p»^.o* 
en sera encore une. De ces deux equations on tire 

on q^ est rationnel en s. 

Pag. 207. La premiere expression de z^ pag. 207 est une suite imme- 
diate de la forme 

en remarquant que fi — \-=zva. 
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On sait que sj^ est de la forme fJis)^^ ^ ; 

.5 



done sJ'.=z(Us))^\s V' , 

et de la /•.(«) (j) . (/»(*))-' • *7'= /•»(«)(*) • * <* = <p^iSn) . *7", 
d'od Ton tire la seconde expression de z, pag. 207. 

Pag. 2H. Si le degre de la fonction entiere 'ip(x) est moindre qae celui 
de la fonction entiere ).{x) on a 

Demonstratum. Soit ■va? = a^ -j- " i ^ "h «*** "h • • • 4" ««**> on aura 
done 

Or lorsqne y<//, on sait que 2 (t7-t) = 0. (Voy. la formule (28) p. 76). 
Done 

On aura par cons^cpient 

C^est ce th^or^me que Tauteur a mentionn6 toui« I pag. 530. 

on aara 

dx • a • 2.4 • 2.4.6 • ' 2.4.6...2n ' ' 

done en integrant et remarquant que s'^vanonit en m^me temps qne x: 

6_-~. I ^» . 1.3 Jr». 1.8.5 X" , , 1.8.5...(2».-1) x^M-i 

Cette equation fait voir qu'en designant ~ — , lorsqu'on y fait ^ = 0, par O^''^ 
on aura pour une valeur entiere queleonque de n: 

e^*") = e(*^*) = e(*»-*) = 

^ Oo (*»+*) 1.8.5^.(2ii— ^) 1 



1.2.8...(4ii + l) 2.4.6... %n 4ii + l 
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Maintenant 



-^_9,«-__, 9,0 — — — , g, 0_— _-f- -^ etc 

On voit par la que la fonction tpO aura la forme 

En d^veloppant la fonction g^f a . -^J soivant les puissances de a on ob- 



tiendra 



(-.)•. (^) 



aw \«"+» 



ea j ic 1 / aw \» , , ^ ^ V 2 / , ) 

^r;i"( "•T~"2Tv"2~y ■^"••■T" 1.2.3... (2«+i) ■^•••| 



Stc 



(-l)".3»-+i.(^_j 



/ ,N . «^ 1. « 1 /Sa^cy , . (-')"'»"^H-2-; _^ ) 

y("-T)=V\~""^^^( '^""^^^ 1.2.3... (2«.H) + •••} 



2fl^fI 



5Tr . il2n+l f ^^\ 

"^" 7^ )^'''T~ 278 V""2"/ "»"'••"»" 1.2.3.. .(2«+l) "*"••• 



etc. 



Faisant = — - dans I'equation (a) ci-dessus et comparant les coefficiens des 
deux d^veloppements decjpfa.-^X on trouvera les deux premieres formules de 
I'auteur. La troisi^me se trouve par un proc^de semblable. 

Pag. 224. J^^^''\dt^^. e^. 

Demonstration. On a 

' ' 2 "^ 2.3 ' ' 2.3.4...n ' 

done en multipliant par er^^*^ .dt et integrant: 

fe*^''\dt=fe^''\dt+fe^'*\tdt + ye'-''\t^dt + . . . 

Or r^^^\i^Kdt=.0 et re-''^\t-^dt= ''^-^'^'g-'^^''- 



done 



y./"'''' •''^ ~ ""iTV + 1^ + ^" 7S^ 



c'est-a-dire /* V^''' .rf« == J^ . u 

Pflgr. i?57. Voyez pag. 46* 
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(18). 


339. 


14. 


est ^gal k (JL. 


par rapport k s^ est ^gal ^ pi. 


305. 


8. 


('* - «.)• 


('» - ««•). 


414. 


25. 


s/ioL^ — p*»*) aura ndcessairement m 


^^(a* — P***) ou sera sjmdtrique ou 






valenrs difiT^rentes. 


aura ndcessairement m valeurs diffd- 
rentes. 


— 


20. 


Done si cette fonction n'est pas sy- 
m^irique m sera egal ^ 2 ou ^ 5. 


{Ces mot 9 doivent 4tre supprim^s). 


415. 


12. 


Chauchy, 


Cauchjf. 



/ 



